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Дискретный бризер (ДБ) представляет со-
бой нелинейные локализованные незатухаю-
щие колебания большой амплитуды атомов 
идеального кристалла [1]. Стоит отметить, что 
для большинства моделей реальных кристал-
лов, имеет смысл говорить не о ДБ, а о квази-
бризерах или квазидискретных бризерах (КДБ) 
[2], в силу отсутствия возможности задания 
идеальных начальных условий для всех атомов, 
участвующих в колебаниях. Данное ограниче-
ние приводит к конечному времени жизни КДБ 

и разбросу частот атомов входящих в состав 
дискретного бризера. 

При этом в работе [2] говориться, что при-
сутствие в решении членов с малыми амплиту-
дами, частоты которых отличаются от основной 
бризерной частоты, не является причиной поте-
ри их устойчивости. Тем не менее, КДБ имеют 
ограниченное время жизни в реальных моделях 
кристаллов, которое зависит от начальной кон-
фигурации атомов и свойств рассматриваемого 
материала. 
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По характеру зависимости частоты от ам-
плитуды, ДБ можно разделить на два типа: с 
мягким типом нелинейности и жестким типом 
нелинейности. У дискретных бризеров с мяг-
ким типом нелинейности частота уменьшается 
с увеличением амплитуды, и по этой причине, 
они могут существовать только в кристаллах, 
имеющих щель в фононном спектре. Для дис-
кретных бризеров с жестким типом нелиней-
ности имеет место обратная зависимость, то 
есть их частота увеличивается с увеличением 
амплитуды, при этом они могут иметь частоты, 
как в щели, так и выше фононного спектра. Дис-
кретные бризеры с мягким типом нелинейности 
могут возбуждаться в биатомных кристаллах, 
например, в щелочно-галоидных кристаллах 
со структурой NaCl [3], [4], в упорядоченных 
сплавах с большой разницей атомных масс 
компонент, например, в Pt3Al [5]–[14], а также 
в графене и графане. Дискретные бризеры с 
жестким типом нелинейности могут существо-
вать в одномерных и двумерных кристаллах с 
Морзевским взаимодействием, а также в чистых 
металлах с ГЦК, ОЦК и ГПУ структурой [15]–
[16]. Исследования, связанные с ДБ, в последнее 
время вышли на более высокий уровень. Резуль-
таты многочисленных недавних работ говорят 
о том, что ДБ существуют практически во всех 
кристаллах [17]. Есть все основания полагать, 
что ДБ найдут свое место при объяснении раз-
личных физических явлений в кристаллах.

Дискретный бризер, как строго периодиче-
ский во времени объект, получается при числен-
ном моделировании лишь в случае идеальной 
настройки начальных условий задачи Коши на 
некоторое многообразие малой размерности в 
многомерном пространстве всех возможных 
начальных значений координат отдельных ча-
стиц и их скоростей. Такую точную настройку 
трудно осуществить даже при проведении вы-
числительного эксперимента. Тем более это 
практически невозможно сделать при постанов-
ке любых физических экспериментов, особенно 
в тех случаях, когда бризероподобные объекты 
возникают спонтанно [18]–[19].

В связи с этим, в работе [2] была выдвинута 
концепция квази-бризеров, как некоторых лока-
лизованных в пространстве, но не строго перио-
дических во времени динамических объектов. 
При этом был сформулирован определенный 

критерий близости квази-бризера к соответ-
ствующему ему точному бризеру, основанный 
на вычислении среднеквадратичного отклоне-
ния ƞ(tk) частот колебаний отдельных частиц 
бризера, найденных на некотором интервале в 
окрестности момента tk, и вычислении средне-
квадратичного отклонения частот колебаний 
выделенной j-й частицы бризера на различных 
временных интервалах.

Целью данной работы является проведе-
ние статистической оценки сравнения точных 
дискретных бризеров квази-бризерными мо-
дельными решениями. В качестве метода ис-
следования в нашей работе выбран метод моле-
кулярной динамики. Выбор метода обусловлен 
рядом фактором. ДБ весьма трудно наблюдать в 
натурном эксперименте в виду того, что они не 
являются топологическими дефектами, имеют 
время жизни порядка нескольких тысяч перио-
дов атомных колебаний, что составляет около 
0,1 нс, кроме того, в металлах они могут пере-
мещаться со значительными скоростями. В то 
же время, компьютерное моделирование стало 
весьма продуктивным методом исследования 
в физике конденсированного состояния и в ма-
териаловедении. Это обусловлено постоянным 
ростом мощности и доступности вычислитель-
ных машин, разработкой и программной реали-
зацией численных методов. Одним из наиболее 
эффективных методов изучения ДБ является 
метод молекулярной динамики, опирающийся 
на хорошо апробированные межатомные потен-
циалы. Говоря более подробно о методе моле-
кулярной динамики, следует отметить, что он 
позволяет решать задачи, касающиеся проблем 
структурно энергетических трансформаций, как 
в кристаллических, так и в некристаллических 
материалах. Кроме того, данный метод позво-
ляет рассчитать многие свойства системы, как 
термодинамические (например, энергию, давле-
ние, энтропию), так и кинетические (коэффи-
циенты диффузии, частоты колебаний атомов). 
Причем в данном методе динамика процессов 
исследуется в реальном времени.

Модель и методика эксперимента
Моделирование проводилось с исполь-

зованием пакета молекулярной динамики 
[20]. Исследуемая модель представляла собой 
объёмный ГЦК кристалл стехиометрии A3B. 

Физико-математические науки
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Как частный случай рассматривался кристалл 
Pt3Al, содержащий 50000 атомов (рис. 1).

Сплавы стехиометрии А3В со сверхструк-
турой L12 являются самыми многочисленными. 
Поиск известных в настоящее время систем, об-
ладающих L12 структурой, позволил выявить 
порядка 190 таких фаз в области состава А3В. 
Сплавы с данной структурой наиболее часто 
выбираются для фундаментальных исследова-
ний с целью разработки структурно-физических 
основ создания новых конструкционных и 
функциональных материалов с различными 
уникальными свойствами. Сплавы с L12 струк-
турой являются основой разработки существу-
ющих в настоящее время суперсплавов [21].

Для моделирования межатомного взаимо-
действия использовался потенциал полученный 
методом погруженного атома (EAM). В вычис-
лительной химии модель погружённого атома 
используется для приближенного описания 
энергии взаимодействия между двумя атома-
ми. EAM потенциал генерировался для данного 
сплава с использованием программного обе-
спечения предложенного Zhou [22]. Выбор по-
тенциала и обоснованность его использования 
для конкретной задачи является важным этапом 
при моделировании.

Полная энергия Е кристалла может быть 
выражено как

,      (1)

где  представляет парную энергию между 
атомами i и j отделенными друг от друга рас-

стоянием , а Fi энергия вложения связанная с 
вложенным атомом i в локальном местоположе-
нии с электронной плотностью . Электронную 
плотность можно рассчитать по формуле 

, 
где fj(rij) – электронная плотность на участке 
атома i находящегося на расстоянии rij от ато-
ма j. Потенциалы, применяемые в этой моде-
ли, хорошо подогнаны к основным свойствам 
материалов, таким как постоянные решетки, 
упругие постоянные, объемные модули, энер-
гии образования вакансий и энергии субли-
мации, и дают достаточно хорошие решения 
[22]. Процесс подготовки модели состоял из 
первоначальной релаксация кристалла со сво-
бодными граничными условиями вдоль всех 
осей при температурах 500 K с последующим 
охлаждением до 0 K, что позволяло исключить 
влияние тепловых колебаний на бризеры в кри-
сталле. Возбуждение модельного квази-бризера 
наблюдалось при отклонении атома Al вдоль 
направления <100>.

В отличие от точных дискретных бризеров, 
квази-бризеры являются не строго периодиче-
скими во времени динамическими объектами, 
хотя и локализованными в пространстве. Они 
возникают при любых достаточно малых от-
клонениях от точных бризерных решений в 
многомерном пространстве всех возможных 
начальных условий при решении задачи Коши 
для исходных дифференциальных уравнений, 
поскольку в этом случае не происходит полного 
подавления вкладов от колебаний периферий-
ных частиц со своими собственными частота-
ми. Таким образом, «ослабление диктатуры» со 
стороны ядра бризера (в случае рассматривае-
мого нами простейшего симметричного бризе-
ра, ядро образует одна центральная частица, а 
в случае антисимметричного бризера – две его 
центральные частицы) приводит к наличию в 
бризерном решении малых вкладов, имеющих 
разные частоты. Эти малые вклады можно об-
наружить в колебаниях всех частиц цепочки, в 
частности, и центральных. Если найти доста-
точно точно частоты колебаний всех частиц 
квази-бризера, вычисленные на некотором вре-
менном интервале вблизи t = tk, то они не бу-
дут строго одинаковыми. В свете этого найдём 
среднеквадратичные отклонения ƞ(tk) частоты 

Рисунок 1 – Объемный вид кристалла Pt3Al, 
содержащего 50000 частиц, ось X ориентирована 

вдоль кристаллографического направления <100>, 
Y – <010>, Z – <001>

К вопросу о статистическом сравнении точных дискретных...Ерёмин А.М. и др.



116 ВЕСТНИК ОРЕНБУРГСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 2018 № 5 (217)

колебаний различных частиц бризера от сред-
ней бризерной частоты ω:

               (2)

         (3)

Чем больше величина ƞ(tk), тем больше от-
личается квази-бризерное решение от точного 
бризерного решения, для которого ƞ(tk)=0 в лю-
бой момент времени tk.

Результаты и обсуждение
Для существования квази-бризера в пер-

вую очередь важно распределение фононных 
мод, т. е. фононный спектр кристалла. На ри-
сунке 2 показаны фононные спектры ячейки 
кристалла Pt3Al.

На рисунке 3 приведена зависимость 
среднеквадратичного отклонения модельного 
квази-бризера ƞ от времени его существования 
tk (в пс).

Графики, описывающие поведение средне-
квадратичного отклонения ƞ(tk) как функции 
времени tk для некоторых видов квази-бризеров, 

Рисунок 2 – Фононный спектр кристалла Pt3Al

Рисунок 3 – Зависимость ƞ(tk)

Физико-математические науки
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в частности, для бризеров Джеймса, приведем 
в работе [2].

Среднеквадратичное отклонение характе-
ризует меру рассеяния данных. В нашем случае 
это отклонение частот периферийных атомов 
модельного квази-бризера от частоты ядра квази-
бризера. Среднее квадратическое отклонение 
дает абсолютную оценку меры разброса.

Также в рамках данной модели были рассчи-
таны следующие статистические характеристики 
и зависимости: группированный статистический 
ряд абсолютных и относительных частот, полигон 
абсолютных и относительных частот, гистограмма 
относительных частот, оценка математического 
ожидания и дисперсии исходной выборки.

Рассматривалась выборка из 10 элементов 
(x1, x2 … x10): {частоты квазибризера}:7,76231001 
7,71635002 7,68689003 7,72135004 7,71036005 
7,74677006 7,83961007 7,75357008 7,76333009 
7,73160010.

Построим группированный статистический 
ряд абсолютных частот. Это последователь-
ность пар чисел (x1

*, n1
*), (x2

*, n2
*), … , (xm

*, nm
*), 

где xk
* – центр k-го интервала группировки и 

n1
* – число элементов выборки, попавших в k-й 

интервал. Числа nk
* (k = 1, … , m) – абсолютные 

частоты. Минимальный и максимальный эле-
мент выборки, это 3-й и 7-й элементы соответ-
ственно, xmin = 7,68689 и xmax = 7,83961. Находим 
длину интервала группировки h = (xmax-xmin)/m = 

(7,83961 – 7,68689)/10 = 0,01527. Здесь m = 10 
- число интервалов группировки. Правые грани-
цы интервалов группировки: xk = xmin + kh (к = 1, 
..., 10). Получаем: (7,70216  7,71743); (7,73270  
7,74798); (7,76325  7,77852); (7,79379  7,80907); 
(7,82434  7,83961).

Для каждого интервала группировки (xk-1, 
xk) находим число nk

* элементов выборки, по-
павших в этот интервал. Важно чтобы каждый 
элемент выборки был отнесен к одному и только 
к одному интервалу, а если значение элемента 
попадает на границу интервала, то будем отно-
сить его к интервалу с младшим номером. Ми-
нимальный элемент всегда относим к первому 
интервалу, максимальный к последнему. Для 
упрощения работы воспользуемся таблицей 1.

Убеждаемся, что сумма всех абсолютных 
частот nk

* равна объему выборки 10. Группиро-
ванный статистический ряд абсолютных частот 
квазибризера приведен в таблице 2.

Полигон абсолютных частот группирован-
ного статистического ряда абсолютных частот – 
это ломаная с вершинами в точках (xk

*, nk
*) по-

казан на рис. 4. Следует тщательно выбрать 
масштабы и начальные точки на осях, чтобы 
полигон был максимально наглядным. На оси 
абсцисс выбираем начальную точку чуть левее 
точки x1

* = 7,69452, и такой масштаб, чтобы на 
оси поместился интервал [x1

*, x10
*] = [7,69452, 

7,83197] и отчетливо различались точки xk
*. На 

Таблица 1 – Вспомогательная таблица для расчёта группированного статистического ряда абсолютных частот 
квази-бризера

Номер 
интервала

k

Центр интервала
xk

* Границы интервала
Попало в 
интервал

nk
*

Номера элементов 
попавших в интервал

1 7,69452 7,68689 ... 7,70216 1 3

2 7,70979 7,70216 ... 7,71743 2 2 5

3 7,72507 7,71743 ... 7,73270 2 4 10

4 7,74034 7,73270 ... 7,74798 1 6

5 7,75561 7,74798 ... 7,76325 2 1 8

6 7,77088 7,76325 ... 7,77852 1 9

7 7,78616 7,77852 ... 7,79379 0

8 7,80143 7,79379 ... 7,80907 0

9 7,81670 7,80907 ... 7,82434 0

10 7,83197 7,82434 ... 7,83961 1 7
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оси ординат выбираем начало отсчета в точке 
0 и такой масштаб, чтобы на оси поместился 
интервал [min{n1

*/n, …, n10
*/n}, max{n1

*/n, …, 
n10

*/n}] = [0,00000, 0,20000] и отчетливо разли-
чались точки nk

*/n. На оси абсцисс размещаем 
значения xk

*, а на оси ординат значения nk
*/n. 

Наносим точки (x1
*, n1

*/n), (x2
*, n2

*/n), …, (x10
*, 

n10
*/n) на координатную плоскость и последо-

вательно соединяем их отрезками.

Оценка математического ожидания (выбо-
рочное среднее) не сгруппированной выборки 
(x1 x2 … x10) вычислялась по формуле:

.      (4)

Оценка математического ожидания (выбо-
рочное среднее) исходной выборки составляет: 
7,743215.

Оценка дисперсии, не сгруппированной вы-
борки (x1 x2 … x10) вычислялась по формуле:

 

           (5)
где M* — оценка математического ожидания 
(выборочное среднее).

Оценка дисперсии исходной выборки со-
ставляет: 0,001752.

Из приведенных числовых данных видно, 
что отклонение частоты периферийных ато-
мов модельного квази-бризера от частоты ядра 
квази-бризера крайне незначительно. Причём 
средняя частота варьируется в пределах от 
7,68688603 ТГц до 7,83960979 ТГц, что соот-
ветствует щели фононного спектра кристалла 
Pt3Al (см. рис. 2). Следовательно, в данной мо-
дели с использованием EAM-потенциала квази-
бризерное решение незначительно отличается 
от точного бризерного решения [23]–]24].

Заключение
Методом молекулярной динамики в модели 

кристалла стехиометрии A3B, на примере Pt3Al с 
использованием потенциала межатомного взаи-
модействия, полученного методом погружённо-
го атома (EAM), рассмотрен дискретный бризер 
с позиции концепции квази-бризеров. Получены 
статистические характеристики квази-бризера, а 
также рассчитаны дополнительные параметры, 
позволяющие говорить о том, что рассмотренный 
квази-бризер незначительно отличается от точно-
го бризерного решения и является устойчивым в 
течении продолжительного времени. Результаты 
проведенного исследования могут быть полезны 
при анализе результатов радиационного воздей-
ствия, лазерной обработки материалов и т. п.

06.02.2018

Таблица 2 – Группированный статистический ряд абсолютных частот квазибризера

xk
* 7,69452 7,70979 7,72507 7,74034 7,75561

nk
* 1 2 2 1 2

xk
* 7,77088 7,78616 7,80143 7,81670 7,83197

nk
* 1 0 0 0 1

Рисунок 4 – Полигон абсолютных частот квази-
бризера
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