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Пространственные ограничения диффузи�
онной подвижности молекул, или квазичастиц�
экситонов в областях нанометрового размера су�
щественно изменяют кинетику реакций с их уча�
стием, по сравнению со случаем неограниченной
среды [1]–[8]. Это представляется вполне оче�
видным, если учесть, что наличие границ нано�
реактора увеличивает вероятность сближения
частиц до расстояний, на которых их взаимодей�
ствие достигает величины, обеспечивающей
«включение» механизма той или иной реакции с
коротким радиусом действия. Системы такого
рода встречаются на практике достаточно час�
то, особенно когда приходится иметь дело с дис�
персными материалами и коллоидами [9]–[13].
Другим примером может служить рекомбинация
электрона и дырки в полупроводниковой кван�
товой точке или аннигиляция в ней экситонов
Ваннье�Мотта [14]–[15]. В этой связи, актуаль�
ным является детальное описание кинетики ре�
акций в таких (неоднородных) средах, с учетом

размеров и форм полостей или нанотел с заклю�
ченными в них реагентами.

Модель реакции с двумерной диффузией
в круговой области

Рассмотрим круговую область Rσ , нано�
метрового радиуса R, с двумя  свободно мигри�
рующими в ней частицами разного сорта, с раз�
личными коэффициентами диффузии 1D  и 2D .
Для аннигиляционных реакций электронно�воз�
бужденных молекул, или экситонов Френкеля,
типичен механизм дистанционного реагирова�
ния с изотропной скоростью ( )U ρ , зависящей от
расстояния 1 2| |ρ = −r r  между частицами 1 и 2.
Дистанционные зависимости скорости ( )U ρ
обычно аппроксимируются степенными или эк�
споненциальными функциями [16]–[17].

Кинетическое уравнение для зависящей от
времени t двухчастичной функции Грина

2 1 2( , , )G tr r  ( 1 2, Rσ∈r r ) в этом случае может быть
записано в виде [7]–[8], [18]–[22]
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где 2
1(2)∇   –  двумерный оператор Лапласа по ко�

ординатам 1 2( )r r . Находясь у границы RC  (окруж�
ности) области Rσ  частица имеет большую веро�
ятность избежать аннигиляции с другой части�



98 ВЕСТНИК Оренбургского государственного университета 2017 № 7 (207)

Физико�математические науки

цей из�за эффективного уменьшения размера
прилегающей области, в которой может находить�
ся частица – партнер по реакции. С другой сторо�
ны, наличие отражающей границы увеличивает
поток частиц внутрь области Rσ . Таким образом,
специфика кинетики реакций в наноразмерных
системах заключается в проявлении влияния гра�
ниц на характер протекания процесса. Если ре�
шение уравнения (1) для двухчастичной функции
Грина 2 1 2( , , )G tr r  получено, времязависящая сред�
няя скорость ( )tχ  бимолекулярной реакции пред�
ставляется следующим интегралом

2 2
1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2( | , ) (| |) ( , , | , )

R

t U G t d r d r
σ

χ ′ ′ ′ ′= −∫∫r r r r r r r r . (2)

Данное выражение (2) – точное, в рамках
поставленной задачи, в которой не производит�
ся учета эффектов трехчастичных корреляций
[22]–[24], а основное внимание фокусируется на
проявлении влияния на кинетику границы RC
области Rσ . Радиус�векторы 1 2,′ ′r r  в (2) задают
начальные положения частиц 1 и 2. Таким об�

разом, средняя скорость 1 2( | , )tχ ′ ′r r  бимолеку�
лярной реакции параметрически зависит от
начальной конфигурации 1 2,′ ′r r  пары частиц.

В общем случае получение точного анали�
тического решения для функции Грина

2 1 2( , , )G tr r  является сложной задачей. В случае
же достаточно малых скоростей ( )U ρ  может
быть произведено построение приближенного
аналитического решения, как, например, это
было сделано в [8], [10]. Критерием слабой ан�
нигиляции в рассматриваемой задаче может
служить следующее неравенство для амплиту�
ды скорости 0 max ( )U U ρ= : 2

0 1(2) /U D R<< . При
его выполнении уравнение (2) для двухчастич�
ной функции Грина (0)

2 1 2( , , )G tr r  в нулевом при�
ближении по 0U  распадается на два независи�
мых уравнения диффузии, в соответствии с чем,
функция Грина (0)

2 1 2( , , )G tr r  факторизуется по
координатам каждой из частиц:

(0)
2 1 2 1 1 1 2( , , ) ( , ) ( , )G t G t G t=r r r r . Очевидно, что и в

этом случае представление (2) для средней ско�
рости 1 2( | , )tχ ′ ′r r  бимолекулярной реакции оста�
ется в силе

2 2
1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 1 2( | , ) (| |) ( , | ) ( , | )

R

t U G t G t d r d r
σ

χ ′ ′ ′ ′= −∫∫r r r r r r r r  ,                                            (3)

а учет реакции производится, в таком подходе,
в первом порядке по малой скорости ( )U ρ .

При помещении в центр круга Rσ  точеч�
ной частицы с электрическим или магнитным
дипольным моментом M, направленным вдоль
диаметра, в нанореакторе возникает соответ�
ствующее осесимметричное поле – электричес�
кое или магнитное, – а круговая симметрия си�
стемы понижается до осевой. В этих условиях
одночастичная функция Грина 1( , , )G r tϕ  диф�
фузионного оператора

2

2 2

1 1
( , , )r t D r

t r r r r
ϕ

ϕ
 ∂ ∂ ∂ ∂Λ = − + ∂ ∂ ∂ ∂ 

�

      (4)

с граничным условием на окружности RC

1( , , ) 0
r R

G r t
r

ϕ
=

∂  = ∂ 

в полярной системе координат с полярной
осью, ориентированной вдоль вектора  ди�
польного момента M, может быть записана в
виде
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где  ( )n
kµ – положительные корни уравнения ( )( ) 0n

n kJ µ′ = ; ( )nJ x  – функции Бесселя первого рода
индекса n.

В отсутствие дипольных источников аксиально�симметричного поля в полости полярную ось
можно провести через точку начального расположения частицы ′r . Тогда 0ϕ′ =  и вместо (5) полу�
чаем
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∞
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∑

∑
.                                        (6)

Наконец в случае круговой симметрии, которая возникает после усреднения (6) по углу ϕ  для
радиальной функции Грина 1( , | )G r t r′ можем записать

( ) ( ) ( )
( )

(0) (0)
2 0 0(0)

1 2 2 2 (0)
1 0

/ /1
( , | ) 1 exp

k k
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J r R J r RD
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R R J

µ µ
µ

π µ

∞
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 ′  ′ = + −     
∑ .                            (7)

Расстояние 1 2| |ρ = −r r  между частицами 1
и 2 находим через координаты этих частиц

1/22 2
1 2 1 2 1 2 1 2| | 2 cos ( )r r r rρ ϕ ϕ = − = + − − r r . Для вы�

числения интеграла (3), определяющего сред�
нюю скорость 1 2( | , )tχ ′ ′r r  бимолекулярной реак�
ции, можно воспользоваться общим выражени�
ем (5) для функции Грина с произвольным на�
правлением полярной оси. Именно так прихо�
дится действовать при наличии аксиально�сим�
метричного поля в полости. Однако, в изотроп�
ных задачах гораздо проще использовать фор�
му (6), вводя угол α  между полярными осями,
проведенными через начальные положения ча�
стиц 1 и 2.  Тогда двухчастичная функция Грина

(0)
2 1 2( , , )G tr r , определяющая интегралы (2) и (3)

может быть представлена в виде

(0)
2 1 2 1 1 1 1 1 2 2 2( , , ) ( , , | ) ( , , | )G t G r t r G r t rϕ ϕ α′ ′= −r r ,

где одночастичные функции Грина
1( , , | ), 1, 2j j jG r t r jϕ ′ =  определяются выражени�

ем (6). При таком подходе начальные положе�
ния частиц 1 и 2 произвольны. Распределения
по этим положениям могут носить коррелиро�
ванный характер, а могут быть однородными.
Сдвиг по углу α  можно производить не в угло�
вом аргументе функции Грина, а в выражении,
определяющем расстояние 1 2| |ρ = −r r  между
частицами. Поскольку (6) записывается в двух
различных полярных системах координат, для
межчастичного расстояния теперь следует ис�
пользовать выражение

1/22 2
1 2 1 2 1 2 1 2| | 2 cos ( )r r r rρ ϕ ϕ α = − = + − − + r r .

Особенно простой для анализа и расчетов
случай возникает при закреплении одной из
частиц (например, частицы 2) в центре круга.
Тогда 2 20, 0r D′ = =  и 1 2 1| | rρ = − =r r . Угловые
зависимости в такой системе исчезают и для
средней скорости 1( | )t rχ ′  бимолекулярной реак�
ции, в этом случае, можем записать

1

0

( | ) 2 ( ) ( , | )
R

t r U r G r t r rdrχ π′ ′= ∫ ,           (8)

 

 

R o r2 

Рисунок 1 – Круговая нанообласть Rσ
диффузии�аннигиляции с отражающей границей –

окружностью RC .

Кинетика диффузионно�ускоренной аннигиляции частиц...Кучеренко М.Г.
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где индекс, идентифицирующий подвижную
частицу, опущен, а радиальная функция Грина

1( , | )G r t r′ определена выражением (7).
В качестве примера использования модели

(7)–(8) на рис. 2–4 приведены результаты рас�
четов временных зависимостей средней скорос�
ти ( | )t rχ ′  бимолекулярной аннигиляции для
случая центрально�симметричного размещения
частиц�реагентов и экспоненциальной дистан�
ционной зависимости скорости ( )U r , характер�
ной для обменного взаимодействия [25]–[26]

0 0( ) exp[ 2( ) / ]U r U r r L= − − ,

где 0 ,r L  – радиус максимального сближения
реагентов и характерный масштаб перекрытия
их электронных оболочек, соответственно.

Даже простейший случай закрепленной в
центре круговой области частицы дает качествен�
но верное представление о характере формируе�
мой кинетики парной аннигиляции. Так, на рис. 2
представлены временные зависимости средней
скорости ( )tχ аннигиляции частиц в круге с отра�
жающей границей именно для такого режима – с
закрепленной в центре одной частицей и свобод�
но блуждающей в области круга – другой, для
различных значений коэффициента диффузии D
подвижной частицы. Как видно из рис. 2, увеличе�
ние коэффициента диффузии D приводит к дос�

таточно предсказуемому ускорению выхода сред�
ней скорости ( )tχ  на асимптотическую стадию,
связанную со стационарным распределением
плотности вероятности 1( , )G r t →∞ . Аппрокси�
мация ряда (7) в выполненных расчетах осуще�
ствлялась учетом первых 15 членов суммы. Такая
замена правомочна лишь на временах t, достаточ�
но удаленных от начала процесса.  Для малых зна�
чений коэффициента диффузии D на рис. 2 на�
блюдается немонотонная временная зависимость
средней скорости ( )tχ  с максимумом в некоторый
характерный момент tm, зависящий от D.

Изменение начального расстояния r′  меж�
ду молекулами Т�Т�пары в круговой области
также приводит к изменению средней скорости
аннигиляции ( | )t rχ ′  (рис. 3). При достаточно
малых размерах пары реагентов, наблюдается
выход на максимум функции ( | )t rχ ′  со време�
нем, а затем ее спад до асимптотического значе�
ния, одинакового для всех кривых при фикси�
рованном коэффициенте диффузии D. При
r R′ →  наблюдается монотонный по времени
выход графиков на ту же асимптоту.

Увеличение размера круговой области при�
водит к монотонному снижению асимптотичес�
кого значения скорости ( | )t rχ ′  (рис. 4). Этот факт
представляется вполне логичным и не требующим
дополнительных объяснений. Вместе с тем, высо�
кие значения скорости на начальном временном
отрезке не могут считаться вполне доверитель�

Рисунок 2 – (Color online) Временные зависимости
средней скорости ( )tχ аннигиляции частиц в

круговой области с закрепленной в центре одной
частицей и свободно блуждающей и отражающейся

от границы области – другой.
Представленные кривые отвечают различным

значениям коэффициента диффузии D  (на врезке)
подвижной частицы.

Значения других параметров моделирования:
0U = 1011 с�1; R=10, r0=0.2, L=0.1, r’=5 нм.

 

Рисунок 3 – (Color online) Временные зависимости
средней скорости ( )tχ  аннигиляции в круговой

области, закрепленной в центре и свободно
блуждающей частиц для различных начальных
положений r’ (на врезке) подвижной частицы.

Коэффициент диффузии D=10�5 см2/с.
Значения других параметров моделирования – те же,

что и для рис. 2.
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ными при небольшом числе членов в конечной
сумме, аппроксимирующей функцию Грина (7).
В то же время, качественные изменения хода кри�
вых ( | )t rχ ′  на начальном этапе для различных
значений радиуса R, безусловно, говорят о влия�
нии границ области на ход процесса.

Реакции с трехмерной диффузией
в шаровой области

В областях шаровой формы одночастичная
функция Грина 1( , , ; )G r tθ ϕ  определяется диф�
фузионным  оператором

 
2

2
2 2 2

1 1 1
( , , ; ) sin

sin sin
r t D r

t r rr
θ ϕ θ

θ θ θ θ ϕ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂Λ = − + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

�

,                                    (9)

причем граничные условия на сфере RS  отвечают краевой задаче Неймана (нулевой поток). Тогда
в сферической системе координат с осью z, ориентированной вдоль вектора дипольного момента M
(рис. 5), определяющего аксиальное поле в полости, функция Грина 1( , , , )G r tθ ϕ  каждой из двух
аннигилирующих частиц может быть записана в виде

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

1

(0) (0)
2 1/2 1/2(0)

3 2 2 2 (0)
1 1/2

( ) ( )
2 1/2 1/2( )

2
2, 1 0

0

( , , , | , , )

/ /3
exp

4 2

(2 1)( )! / /
exp

(1 ) ( )!

n n

k
n n

l ll
l n l nl

n
n l m

m

G r t r

J r R J r RD
t

R R R rr J

l l m J r R J r RD
t

R R l m rr J

θ ϕ θ ϕ

µ µ
µ

π π µ

µ µ
µ

δ π

∞

=

∞
+ +

= =

′ ′ ′ =

 ′  = + − +   ′   
′+ − + −   ′+ +

∑

∑∑
( ) ( )22 ( ) ( )

1/2 1 ( 1) /

(cos ) (cos )cos ( )

l l
l n n

m m
l l

l l

P P m

µ µ

θ θ ϕ ϕ

+

×
 − +  

′ ′× ⋅ −

,             (10)

где  (cos )m
lP θ  – присоединенные полиномы Лежандра;

( )l
nµ  –  положительные корни уравнения ( ) ( ) ( )

1/2 1/22 ( ) ( ) 0l l l
n l n l nJ Jµ µ µ+ +′⋅ − = .

Если ось Z  рис. 5 выделена вектором M
дипольного момента точечного источника
поля, размещенного в центре шара, то векто�
ры M и 1 2,′ ′r r  в общем случае уже не будут ле�
жать в одной плоскости, а соответствующая
функция Грина 1( , , , )G r tθ ϕ  каждой из частиц в
лабораторной системе координат будет иметь
громоздкий вид (10). Как и в прежде рассмот�
ренном случае круговой реакционной зоны,
более удобные для расчетов скорости выраже�
ния функций Грина получаем и теперь, если
ось Z не выделена физически (т. е. полем), и
для описания одночастичных функций Грина
используются две различные молекулярные
системы координат (МСК) с осями z1 и z2, на�
правленными вдоль радиус�векторов 1 2,′ ′r r  на�
чальных положений каждой из частиц. В этих
системах координат углы 

1 2, 0θ θ′ ′ =  и поэтому
cos 1jθ ′ = , откуда следует и  0(cos )m

l j mP θ δ′ = .

Кинетика диффузионно�ускоренной аннигиляции частиц...Кучеренко М.Г.

Рисунок 4 – (Color online) Временные зависимости
средней скорости ( )tχ  аннигиляции в круговой

области, закрепленной в центре и свободно
блуждающей частиц для различных значений

радиуса R (на врезке) круга. Коэффициент диффузии
D=10�5 см2/с. Значения других параметров

моделирования – те же, что и для рис. 2.
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Тогда азимутальный угол 
jϕ ′  исчезает из (10),

т. к. в сумме по m остается лишь член с m=0.
В результате из (10) в МСК каждой из моле�
кул получаем

( ) ( ) ( )
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∞
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 ′  = + − +   ′   
′+ + −    ′ − +

∑

∑ (cos )lP θ



.                    (11)

Таким образом, из (11) следует, что и по ази�
мутальному углу ϕ  имеет место симметрия в
каждой из локальных МСК.

Расчеты средней скорости 1 2( | , )tχ ′ ′r r  бимо�
лекулярной аннигиляции могут быть выполне�
ны на основе интеграла – объемного аналога
(3)

3 3
1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 1 2( | , ) (| |) ( , | ) ( , | )

RV

t U G t G t d r d rχ ′ ′ ′ ′= −∫∫r r r r r r r r ,
(12)

где одночастичные функции Грина
1( , , | ,0)G r t rθ ′  заданы выражением (11).

Расстояние 1 2| |ρ = −r r  между частицами 1
и 2 в шаровой полости находим в виде

1/22 2
1 2 1 2 1 2 1 2| | 2 cos ( , )r r r rρ β = − = + − Ω Ω r r ,  где

угол 1 2( , )β Ω Ω  между радиус�векторами  1r  и

2r  определяется направлениями 1 2,Ω Ω  так,
что выполняется соотношение
 1 2 1 2 1 2 1 2cos ( , ) cos cos sin sin cos( )β θ θ θ θ ϕ ϕΩ Ω = + − ,
а все углы заданы в одной системе координат,
например в МСК(z1). Поскольку выражение
(11) определяет функцию Грина частицы 2 в
ее собственной МСК(z2), необходимо, теперь,
записать функцию 1 2 2( , | )G t ′r r  в МСК(z1). Тог�
да для первой частицы функция Грина

1 1 1 1( , , | ,0)G r t rθ ′  будет определяться выражени�
ем (11), а для второй – формулой (10) (для
функции 1 2 2 2 2 2 2( , , , | , , 0)G r t rθ ϕ θ α ϕ′ ′ ′= = ). К тому
же результату приходим при записи формы
(11) для второй частицы в МСК(z1) с помо�
щью теоремы сложения для сферических фун�
кций. Кроме такого подхода, можно исполь�
зовать, также, функции Грина для обеих час�
тиц, заданные в виде (11), но тогда угол

1 2( , )β Ω Ω  между радиус�векторами  1r  и 2r
придется выражать через угловые перемен�
ные МСК(z1) и МСК(z2). Переход к не завися�
щей от начальных положений частиц скорос�
ти 1 2( ) ( | , )t tχ χ ′ ′= r r  производится итоговым
усреднением интеграла (12) по параметрам

1 2,′ ′r r .
Заметим, что рассмотренная задача в ша�

ровой нанообласти перекликается с проблемой
определения энергетического спектра двухэ�
лектронной квантовой точки, с той лишь раз�
ницей, что спектр электронного гамильтониа�
на в сферически симметричной прямоугольной
потенциальной яме будет отличаться от спек�
тра диффузионного оператора (9) за счет раз�
личий в постановке граничных условий. Энер�
гетический спектр электрона определяется из
решения задачи Дирихле для волновой функ�
ции частицы в сферической квантовой точке.

O 

R

 Z 

Рисунок 5 – Шаровая нанообласть диффузии�
аннигиляции частиц объемом RV

с отражающей поверхностью – сферой RS .
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Спектр диффузионного оператора для непро�
ницаемой полости находится из решения за�
дачи Неймана. Таким образом, имеющая мес�
то аналогия между двумя физически различ�
ными задачами позволяет говорить в некото�
ром смысле о «кинетическом двухчастичном
атоме» или кинетическом образе двухчастич�
ной квантовой точки. Именно по этой причине
для обозначения индексов собственных чисел
в (10) и (11) использованы символы n,l,m – по
аналогии с квантовыми числами состояний
атома.

Таким образом, в работе построена матема�
тическая модель кинетики дистанционно зави�
сящей аннигиляции частиц двух сортов, ускорен�
ной их диффузией в нанообластях круговой и

сферической формы. Предложенная модель мо�
жет быть использована как для описания кине�
тики неселективной по спину аннигиляции час�
тиц, так и для спин�селективных реакций, таких,
например, как триплет�триплетная аннигиля�
ция экситонов, или тушение триплет�возбужден�
ных молекул дублетными ловушками в нанодис�
персных системах с полостями или включения�
ми дискообразной, а также шаровой формы. В с�
лучае описания спин�селективных реакций по�
лученная в работе средняя скорость бимолеку�
лярной аннигиляции или тушения должна быть
дополнена спиновым динамическим фактором,
расчет которого представляет собой отдельную
задачу, и может быть выполнен как, например,
это было сделано в [27]–[28].

Автор благодарен Неясову П.П. за помощь в проведении расчетов
временных зависимостей рис. 2–4 на основе модели (7)–(8).
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