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2 * *2 1 0cos cosϕ ϕ− − =                   (2)

Решая сначала квадратное уравнение по�
лучаем

* 2 2 2
0.414

2
cosϕ = ≈ −�

                (3)

Наконец, определяем угол наклона буровых
коронок

* 0114.5ϕ ≈                                (4)

Однако решать поставленную задачу необ�
ходимо в обобщенных аналитических функци�
ях [3], поскольку область упругой деформации
не  является односвязной.

В работе [4] показано, что осесимметрич�
ная задача может быть разделена на аксиаль�
ную и задачу кручения. Решение задачи круче�
ния сводится к решению уравнения в переме�
щениях [5], [6]
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    ∂ ∂ ∂ ∂ ∇ − = + − =      ∂ ∂ ∂ ∂       
                                     (5)

Решение данного уравнения в соответствии с рисунком 1 необходимо находить в тороидаль�
ных координатах [7], связь с которыми осуществляется следующим образом

 ; .
csh csin

r z
ch cos ch cos

ξ η
ξ η ξ η

= =
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Следовательно, коэффициенты Ляме в (5) равны

( )1 2 .
c

H H
ch cosξ η

= =
−                                                                        (7)

Уравнение (5) приобретет вид

( ) ( )3 2

2 2 2
0
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Pисунок 1. Схема к расчету угла поворота буровых колонок в осевой плоскости
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Или
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                                     (18)

Подставляя это выражение в (14), получим
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  = + − − − −                                  (19)

Возвращаясь к перемещению и принимая 0 0U = , имеем следующую зависимость его от торои�
дальных координат
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Анализируя полученную формулу, приходим к выводу о неприменимости ее на оси ( )0z ξ =  в

силу возникновения неопределенности 
0

0
.

Учитывая разделение площади разбуривания при 0.885ξ = , * 4.44η =  , имеем:
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Ищем решение в виде
2 2u v ch cosξ η= −                        (9)

Подставляя его в уравнение (8), имеем
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Теперь можно разделить переменные
( ) ( )v A Bξ η=                          (11)
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Решение второго уравнения

( )2
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C
B cos K C

K
η= −                (13)

В первом уравнении применим подстанов�
ку [8]
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A zexp ctg dξ ξ = −  ∫                  (14)

Тогда первое уравнение преобразуется к
виду
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Подстановкой 
z

zU
ξ

∂ =
∂   переводим его в

уравнение Риккати [9]
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Данное уравнение будем решать численно,
например методом Пикара [10] по итерацион�
ной формуле
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Из равенства нулю перемещений на оси и
на периметре скважины получаем два уравне�
ния для определения констант:

( )
( ) ( )
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4.44 2 0.644 0
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 − =
 − − − =

 (22)

Значение коэффициентов находится под�
становкой и решением нижнего трансцендент�
ного уравнения: 0.63K = , 1 0.408C = .

При этом maxu  легко рассчитывается с по�
мощью общего момента и расчета угла закру�
чивания консольно закрепленного цилиндра.
Приняв его за единицу, получим 2 0.281C = .

Упростим постановку задачи, представив
скважину в виде цилиндра. При этом уравне�
ние (1) приобретает другой вид
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и радиус разделения буровых коронок
* 2 / 2r R= .

Переводя уравнение (5) в цилиндрические
координаты, получим
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Разделим переменные
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Решение этих уравнений выбираем в виде
[5], учитывая при этом, что на оси симметрии
перемещения нет

( )1 1
Kzu C e I Kr−=                       (27)

Перемещение возрастает по этой формуле
только до радиуса *r , затем напряжения действу�
ют в обратную сторону и уравновешивают мо�
мент от предыдущих напряжений на цилиндри�
ческой поверхности скважины, следовательно

( )1 1
Kzu C e I Kr−= , при *0 r r< <          (28)

( ) ( )*
1 1 1 1

Kz Kzu C e I Kr C e I Kr− −= − , при *2R r r> >
(29)

Из условия равенства нулю перемещений
на границе скважины находим K
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2
( 2 ) 0
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R
I K I K R

  − = 
 

                (30)

Из графика функции Бесселя первого поряд�
ка [11] находим, что равенство выполняется при

2 2.15K R =                             (31)
Константу 1C  можно определить в точке

максимального перемещения *r , приняв кото�
рое за 1 получим 1 1.52C = .

Напряжения можно определить по форму�
лам [2]

( )2
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r

u
r K e I Kr

r rϕτ µ µ −∂= = −
∂          (32)

( )1
Kz

z

u
r K e I Kr

z rϕτ µ µ −∂= = −
∂           (33)

Поскольку максимальное перемещение в
обоих случаях одинаковое и равно единице, мож�
но ответить на вопрос о погрешности упрощен�
ного решения задачи и точного. Из рисунка 2
видно, что начиная уже от дна тороидального
забоя эпюры перемещений достаточно близки

Рисунок 2. Графики эпюр перемещений для расчета в тороидальных (красный) и цилиндрических (синий)
координатах
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друг к другу, поэтому дальнейшие исследова�
ния, связанные с динамикой взаимодействия
инструмента с породой можно проводить в ци�
линдрических координатах.

Графики перемещений так же имеют два
участка. Из формул понятно, что перемещения
по мере удаления от забоя скважины, вглубь
разбуриваемой породы вдоль ее оси спадают по
экспоненте, то есть очень быстро.

Таким образом, поставлена и решена крае�
вая задача, позволяющая проанализировать

напряженное состояние в разбуриваемой поро�
де под воздействием оригинального бурового
инструмента, включающего круговую и коль�
цевую буровые коронки, вращающиеся в про�
тивоположных направлениях. Кроме снятия
крутящего момента с буровой колонны, равен�
ство нулю перемещений на стенках скважины
при исследуемом способе бурения способствует
так же сохранению направления бурения, важ�
ность которого отмечают многие исследовате�
ли [12]–[15].
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