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Дифференциальные уравнения движения
вязкой ньютоновской жидкости в частных про�
изводных предложены выдающимися учёными:
французским физиком Анри Навье и английс�
ким математиком Джорджем Стоксом. Матема�
тическим анализом и разрешимостью системы
уравнений Навье�Стокса (в том числе для не�
ньютоновских растворов) занимались и занима�
ются многие исследователи: Ладыженская О.А.,
Солонников В.А., Жиков В.В., Щукина А.Г., Пет�
рин А.Б., Мартыненко С.И., Серёгин Г.А., Гари�
пов Р.М., Renardy M., Gazzola F., Wiegner M.,
Cattabriga L., Prodi G., Kozono H. и другие, но
общего аналитического решения пока не найде�
но. Не доказано и не опровергнуто существова�
ние гладкости решения задачи Коши для трёх�
мерной системы уравнений Навье�Стокса.

Стоксом получено только частное решение:

,18/2 η⋅∆⋅⋅= �dgu�                     (1)

где �u  – скорость отделяемой от раствора час�
тицы в гравитационном поле, м/с; g  – ускоре�
ние свободного падения, м/с2; d  – диаметр час�
тицы, м; �∆  – разность плотности дисперсной
фазы и дисперсионной среды, кг/м3; η – дина�
мическая вязкость, Па·с.

Данная зависимость использована в клас�
сической Г. И. Бремера [1] и гидродинамичес�
кой Е. М. и А. М. Гольдиных [2], [3] теориях ре�
осепарации ньютоновских растворов. Теория
сепарации молока Г. И. Бремера является ос�
новной теоретической базой сепарационной
техники, в том числе, и для центробежных рео�
сепараторов (ЦРС) с коническими тарелками.

Классическая теория содержит допущение
о том, что идеальновязкая жидкость в конусных
рабочих зазорах (КРЗ) у ЦРС имеет ламинар�
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ный режим движения со средней скоростью. Ис�
пользуя формулу скорости Стокса (1) и заме�
няя g  произведением )( 2 r⋅ω  для расчёта нор�
мального ускорения отделяемой в центробеж�
ном силовом поле частицы, Г. И. Бремер полу�
чил следующую зависимость

,18/22 ηω ⋅∆⋅⋅⋅= �dru�                   (2)

а также выражение (3) для определения произ�
водительности V  (м3/с) ЦРС:

)( 3322
�� rrHzdV −⋅⋅⋅⋅= πω ×

× )(27/ �� rr� −⋅⋅∆ η ,                      (3)

где ω  – угловая скорость вращения барабана
ЦРС, рад/с; r  – расстояние отделяемой части�
цы от оси вращения барабана, м; H  – высота
тарелки, выполненной в виде усечённого кону�
са, м; z – число тарелок в пакете; �r  и �r  – боль�
шой и малый радиусы конуса тарелки, м.

Соколов В. И. и другие учёные при вычис�
лениях производительности используют выра�
жение:

,27/)( 3322 αηπωβ tg�rrzdV �� ⋅⋅∆⋅−⋅⋅⋅⋅⋅=  (4)

где β – коэффициент эффективности реоцент�
рифуг.

Лукьянов Н.Я. получил формулу для вы�
числения V  c учётом угла наклона образующей
конуса α :

,/)(6,4 3322 ηαtg�rrzndV �� ⋅∆⋅−⋅⋅⋅⋅=    (5)

где n  – частота вращения барабана, с�1.
Продукты, перерабатываемые реосепара�

торами, обладают широким спектром механи�
ческих свойств (вязкостью, пластичностью, уп�
ругостью, прочностью пространственной
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структуры и др.), которые влияют на процесс
центробежной реосепарации разных по концен�
трации многокомпонентных и многофазных
растворов. Использовать одну теорию ньюто�
новского течения растворов в ЦРС мы не реко�
мендуем, т. к. в ряде случаев в барабаны не толь�
ко поступает, но и выходит неньютоновская
жидкость, например, обезжиренное молоко [4]–
[6]. Формулы, указанные выше, справедливы
только для ньютоновских растворов. Для не�
ньютоновских жидкостей, в которых вязкость
зависит от силы сдвига слоёв растворов, необ�
ходимо их преобразовать. Это можно сделать,
представив динамическую вязкостьη  (во всех
указанных выше формулах), как функцию гра�
диента скорости потока жидкости: ).(γη �f=

Существуют различные реологические мо�
дели реальных растворов, например:

а) модель ВПЖ (вязкопластической жид�
кости Шведова�Бингама)

γηθθ �⋅+= *
0 ,

где θ  – напряжение сдвига слоёв жидкости, Па;
0θ  – предельное напряжение сдвига, Па; *η  – пла�

стическая вязкость жидкости, Па·с;  γ�– градиент
скорости сдвига слоёв жидкости в потоке, с�1;

б) модель ППЖ (псевдопластической жид�
кости Оствальда�де Виля)

nk γθ �⋅= ,

где n  и k  (Па·сn) – эмпирические коэффициен�
ты (индекс течения и консистентная постоян�
ная соответственно).

Знание модели раствора важно для обосно�
вания параметров ЦРС, создающих при сепа�
рации эффект многократного снижения вязко�
сти перерабатываемого продукта (при посто�
янной температуре): сквашенного молока в про�
изводстве творога; тяжёлой нефти перед закач�
кой её в магистральный трубопровод и дрож�
жевых суспензий псевдопластического типа.
Эти материалы перерабатываются на реосепа�
раторах Х20 и MBUX (компания «Alfa Laval»,
Швеция), что подтверждает неньютоновский
режим течения растворов в барабане ЦРС. Это
направление также требует дополнительных
исследований, т. к. в теории сепарации данный
эффект не учитывается.

Гольдины А. М. и Карамзин В. А. предло�
жили зависимость (6), используя средние зна�
чения скорости движения частиц жидкости в

КРЗ (окружной ϕu  и радиальной ρu ), но эта
зависимость не работает при 0≠ϕu  и 0=ρu :

),1/( λϕρ −= uu                            (6)

где λ  – критерий устойчивости для потока жид�
кости, определяемый из отношения числа Рей�
нольдса (Re) к безразмерному расходу ξ  (кри�
терий Кибеля�Россби�Гольдина):

ξ
υ

αωλ Re/
sin22

=⋅⋅= h ,                   (7)

где υ  – кинематическая вязкость жидкости, м2/с.
В гидродинамической теории Е. М. и А. М.

Гольдиных использованы гипотезы: а) движе�
ние жидкости в КРЗ осесимметричное; б) число
источников питания в зоне «нейтрального слоя»
(граница раздела фаз) бесконечно.

Первое предположение проверялось на про�
зрачных моделях барабанов, вращающихся с не�
большими угловыми скоростями ω  (ω , исполь�
зуемые в промышленных реосепараторах, для
этих моделей не допустимы из�за малой прочно�
сти пластмассовых деталей, стеклопластика).
Поэтому возможность использования получен�
ных с помощью прозрачных моделей результа�
тов требует дополнительной проверки на про�
мышленных ЦРС с большими значениями ω .

В конструкциях серийных ЦРС малой про�
изводительности число источников питания ог�
раничено, причём для обеспечения высокого ка�
чества сепарации достаточно трёх�четырёх пи�
тающих каналов, а увеличение их количества,
как показала практика, не ведёт к повышению
степени разделения фаз (не подтверждается
предположение б). Требуются дополнительные
исследования.

На основе расчётных схем движения частиц
жидкости в КРЗ [7], составленных Г. И. Бреме�
ром, Е. М. Гольдиным и дополненных нами век�
торов скорости при сдвиге потока в окружном
направлении, получены зависимости матема�
тического аппарата для определения парамет�
ров реосепарации с учётом реологических
свойств растворов, позволившие интегрировать
положения теорий реосепарации и вискозимет�
рии [8].

С учётом вышеизложенного нами получе�
ны уточнённые зависимости:

1) технологических параметров процесса
реосепарации:

а) критерия устойчивости λ  Гольдина Е.М.
с учётом разности угловых скоростей ω∆  со�

Технические науки
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седних тарелок барабана ЦРС для ньютоновс�
ких жидкостей:

– в сферической системе координат ),,( ϕρε

βα

αρωωπλ
,

3
1

3

sin4

I�

�
h

⋅⋅
⋅⋅⋅∆⋅⋅⋅⋅= ,         (8)

где h  – ширина КРЗ, м; ρ – координата отде�
ляемой частицы, м; �  – плотность раствора,
кг/м3; α  и β – углы наклона образующих ко�
нусов, рад; M  – момент вязкого трения между
конусами при сдвиге, Н·м; βI – параметр гео�
метрии рабочего органа [8];

– в цилиндрической системе координат
),,( ϕrz

;
2

12

�

�h
r

⋅
⋅∆⋅⋅⋅⋅= ωωπλ                  (9)

б) скорости Стокса для отделяемой частицы:
– в ньютоновской жидкости

2 2
1

2 ωωπ�du� ⋅∆⋅⋅∆⋅= ×
× );27/(sin ),(

4
βααρ IM ⋅⋅⋅                (10)

– в вязкопластической жидкости

);sin36/(52
1

2 αωωπ ⋅⋅⋅⋅⋅∆⋅⋅∆⋅= hMr�du�
 (11)

в) производительности ЦРС для ВПЖ:

)( 3322
1

2 πω ∆⋅−⋅⋅⋅⋅⋅= �� �rrHzdV ×

× ];sin)(54/[4 αω ⋅−⋅⋅⋅⋅∆ �� rrhMr         (12)

2) кинематических и динамических пара�
метров движения жидкости в КРЗ:

а) для ВПЖ

( ) ( )[ ] ;/cos/1/1 12021
∗⋅−⋅−−⋅= ηαθγ rrrrCu  (13)

;// 1
*

210 hrrr ⋅∆⋅+⋅= ωηθθ              (14)
 ,/1

2
2

*
120 hrrrrC ⋅⋅∆⋅+⋅⋅= ωηθ

 где 1r  и 2r  – радиусы внутренней и наружной
окружностей КРЗ в плоскости, перпендикуляр�
ной оси вращения барабана, м;

б) для ньютоновской жидкости:

;sin2/4 αωπη ⋅⋅∆⋅⋅= hrM             (15)

γϕ uuu −= .                             (16)
Расписывая выражение (16), получаем:

[ ])sin2/( αρπ −⋅⋅⋅⋅⋅⋅= NhMVu o�

,sin)/1( αρω ⋅−⋅⋅∆− hx                 (17)
 где u  – результирующая относительная окруж�
ная скорость движения частицы жидкости в КРЗ,

м/с; ϕu  – относительная окружная скорость час�
тицы жидкости, полученная Е. М. и А. М. Голь�
диными, м/с; γu  – скорость движения частицы
жидкости, вызванная сдвигом потока (известна
в теории вискозиметрии [8]), м/с; οΜ  и ΟΝ  –
безразмерные параметры, зависящие от λ  [3].

Одним из способов повышения степени раз�
деления растворов на фракции является устра�
нение причин образования турбулентных тече�
ний раствора в ЦРС. Их вызывают несовершен�
ство каналов питания КРЗ, дистанционные
шипики на конусных тарелках, препятствую�
щие движению жидкости и противотоки в сере�
дине КРЗ [3], [9].

Завихрения потока жидкости по причине
несовершенства каналов питания вызываются
краями питающих отверстий в тарелках, кото�
рые поток огибает, меняя направление, при вхо�
де в КРЗ (рис. 1,б). Устранить это явление пол�
ностью не удаётся, хотя на некотором расстоя�
нии от питающих отверстий турбулентные те�
чения гасятся силой вязкого трения Ньютона BF
на поверхности тарелок, образующих КРЗ.

Вторая причина исключается при удалении
дистанционных шипиков. Вместо них исполь�
зуются предложенные нами два тарелкодержа�
теля с дистанционными кольцами [10].

Противотоки в середине КРЗ вызывают
турбулентные течения раствора вследствие
действия кориолисовых сил KF , приложенных
к частицам жидкости. Уменьшить эти силы мож�
но увеличением силы вязкого трения BF  за счёт
повышения разности угловых скоростей ω∆
вращения соседних тарелок ЦРС.

В поплавковых камерах у ЦРС это делает�
ся за счёт сдвига потока жидкости поплавком.
Сила вязкого трения Ньютона BF  (сила сдви�
га), создаваемая поплавком на поверхности
жидкости, компенсирует силу Кориолиса KF  в
окружном направлении. Действует правило
нейтрализации Кориолиса Ньютоном [7]:

KB FF = .                               (18)

Причина вредного влияния противотока в
КРЗ на степень разделения растворов на фрак�
ции в том, что частицы дисперсной фазы, попав
в турбулентный поток, вызванный им, уносят�
ся, не успев выделиться из раствора. Пример
гашения противотока в КРЗ показан в работе
[7]. В зонах КРЗ без противотока таким спосо�
бом частично решается проблема гашения вих�

Обоснование гипотезы неньютоновского течения растворов...Назаров В.В.  и др.
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ревых потоков, огибающих края тарелок и пи�
тающих отверстий.

В развитие классической Г. И. Бремера и
гидродинамической Е. М. и А. М. Гольдиных
теорий реосепарации нами вводится гипотеза
неньютоновского течения растворов в ЦРС.
Сформулировано правило нейтрализации сил
Кориолиса в окружном направлении силами
вязкого трения Ньютона для обоснования спо�
соба гашения турбулентных течений. Теорети�
ческие основы центробежной реосепарации до�
полнены следующими положениями:

а) предложена и подтверждена гипотеза о
подчинении движения отдельных материалов в
ЦРС законам неньютоновской модели, обосно�
вана целесообразность интегрирования положе�
ний теорий реосепарации и вискозиметрии;

б) уточнены:
– схемы рабочих пространств в ЦРС при

сепарации суспензий и эмульсий, дополненные
вектором скорости частицы жидкости, вызван�
ной сдвигом потока в окружном направлении;

– зависимости критерия устойчивости про�
цесса реосепарации от момента вязкого трения
продукта, координат рассматриваемой точки в
КРЗ, разности угловых скоростей рабочих ко�
нусов в сферической и цилиндрической систе�
мах координат;

– формула скорости Стокса для отделяемых
от раствора частиц примесей в центробежном
поле с учётом сдвига потока в КРЗ реосепаратора
(для ньютоновских и неньютоновских жидкостей);

– зависимости производительности ЦРС от
ширины КРЗ, угла наклона образующей кону�
са, момента вязкого трения между тарелками,
разности угловых скоростей вращения соседних
тарелок;

– зависимости окружной скорости движе�
ния частиц ньютоновской и вязкопластической
жидкостей от предельного напряжения сдвига
и пластической вязкости, ширины КРЗ, угла
наклона образующей конуса тарелки, разности
угловых скоростей вращения рабочих конусов
ЦРС.
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