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Одна из основных задач математической
статистики – восстановить закон распределения
вероятностей случайной величины на основе
конкретных результатов проведенных наблюде�
ний или экспериментов. Эта задача объясняется
тем, что в практике статистического анализа и
моделирования точный вид закона распределе�
ния анализируемой генеральной совокупности,
как правило, бывает неизвестен. Исследователь
располагает лишь выборкой из интересующей
его генеральной совокупности [4].

Существует достаточно большое количе�
ство процедур восстановления плотности веро�
ятности по выборке – интегральная оценка, дес�
криптивное приближение сплайнами, проекци�
онный метод, стохастическая регуляризация,
рекуррентная ядерная оценка, корневая оцен�
ка, гистограммный метод и ряд других.

Несмотря на многообразие методов, доста�
точно часто их результаты являются недостовер�
ными или значительно искаженными. На это вли�
яет множество причин, одна из которых – много�
образие законов распределения. Законы распре�
деления вероятностей по своей природе настоль�
ко разнообразны, что единый подход к их оценке
конкретным методом является несостоятельным.
Решением подобной проблемы может стать клас�
сификация законов распределения по какому�
либо признаку, основанная на легкопроверяемых
характеристиках изучаемого массива данных;
рассмотрение ряда характеристик массивов дан�
ных [4], [12], [13], [14], [15] позволяет сделать вы�
вод о том, что ключевой характеристикой может
выступать тяжесть хвоста закона распределения.

Большинство применяемых процедур для
оценки плотности вероятности справедливы
для распределений с легкими хвостами.

Природа же законов распределения веро�
ятностей случайных величин с тяжелыми хвос�
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тами такова, что стандартные процедуры оце�
нивания их параметров, зачастую, несостоя�
тельны. Рассмотрение и статистический анализ
характеристик случайных массивов данных,
распределение которых описывается при помо�
щи тяжелохвостовых моделей, требует специ�
альных, неклассических методов статистики.
Например, гистограммный метод достаточно
точно оценивают легкохвостовые плотности
распределения вероятностей, но для массивов с
тяжелыми хвостами, в условиях ограниченнос�
ти выборки, дают вводящие в заблуждение ре�
зультаты. Помимо гистограммной оценки, дан�
ная погрешность справедлива и для многих
других оценок: сплайн оценок, проекционных
оценок, ядерных оценок. Об этом подробно на�
писано в работе Маркович Н. М.[5].

Основная причина несостоятельности
стандартных процедур оценивания вытекает из
нарушения условия Крамера касательно суще�
ствования производящей функции моментов.
Для тяжелохвостых законов распределения слу�
чайной величины моменты попросту отсутству�
ют (в качестве примера очень удачным являет�
ся распределение Коши). Соответственно нару�
шается и теорема Крамера о сходимости хвос�
тов, согласно которой хвосты распределения
конечной суммы случайных величин, независи�
мых от какого�либо стороннего фактора, схо�
дятся к хвосту нормального распределения.

В той же работе [5] показаны недостатки,
как классических методов, так и достаточно
оригинальных, в том числе и различных непа�
раметрических оценок.

Цель исследования: определить, к какому
виду распределений (с легкими или с тяжелы�
ми хвостами) относится исследуемая выборка
данных из генеральной совокупности с неизве�
стной плотностью распределения.
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Задачи исследования:
– определить способ расчета оценки тяже�

сти хвоста;
– определить пороговое значение оценки,

исходя из которой распределение можно отнес�
ти к легкохвостовому или тяжелохвостовому;

– произвести расчеты оценки для распре�
делений с заведомо тяжелыми и легкими хвос�
тами, с целью проверки адекватности модели.

Исследования выполнены в лабораторных
условиях кафедры управления и информатики
в технических системах Оренбургского государ�
ственного университета с применением генера�
тора случайных чисел программы Mathcad 15.
Были сгенерированы 1000 массивов данных с
различающимся количеством исследований (от
10 до 10 000). Для подтверждения опыта прак�
тическими примерами, использовались данные
приведенные в работах [1], [3], [9], [10]. На опи�
санных массивах данных производилась оцен�
ка тяжести хвоста [15].

Для исследования тяжести хвоста была ис�
пользована оценка Хилла. Оценка Хилла оп�
ределялась по формуле:
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Данная формула не дает численный резуль�
тат, иными словами, необходимы преобразова�
ния, которые позволили бы получить опреде�
ляющее значение оценки. Кроме того, среди ис�
следователей, занимающихся проблемой рас�
пределения вероятностей случайных величин
нет единого мнения о том, каким должно быть
значение k [2], [8].

В проведенном исследовании данный па�
раметр находился для каждой квантили и были
построены так называемые «квантильно�кван�
тильные графики» [1]. Далее использовался
метод оценки величины индекса тяжести хвос�
та, представленный в работе А.Н. Гуда, М.А.
Бутаковой, Н.А. Москат [1]. Он заключается в
построении касательной к полученному кван�
тильно�квантильному графику.

Для описания подобного графика использо�
валось уравнение регрессии методом наименьших
квадратов с использованием полинома второй
степени, соответственно, касательная, согласно
основному свойству нахождения производной,
описана простейшим уравнением прямой.

Далее, определялся тангенс угла в пересе�
чении графика касательной с осью абсцисс. Ве�
личина тангенса угла составляет искомый ин�
дексα .

Оценка критического значения тяжести
хвоста проводилась эмпирически, основываясь
на результатах исследований перечисленных
выше авторов. В работе [1] упоминается, что к
тяжелохвостым распределениям относятся рас�
пределения, хвост которых тяжелее, чем хвост
экспоненциального распределения. Поэтому за
основу определения критического значения тя�
жести хвоста было использовано именно это рас�
пределение.

В результате построения оценок Хилла для
значительного количества экспоненциальных
распределений выявлено, что наиболее инфор�
мативным является поведение хвоста распре�
деления на промежутке между третьим и чет�
вертым квартилем.

При нахождении касательной к графику
регрессии на заданном промежутке использо�
валась медиана заданного промежутка; также
выявлено, что выбор точки в окрестностях ме�
дианы влияет на наклон графика касательной
к оси ординат незначительно.

При увеличении параметра λ  экспоненци�
ального распределения оценка Хилла 0, →nkH ,
тем самым облегчая хвост распределения. Спра�
ведливо и обратное утверждение, снижение дан�
ного параметра увеличивает оценку.

Для оценки критического значения оцен�
ки тяжести хвоста использовалось экспонен�
циальное распределение с различными пара�
метрами. Было установлено, что тангенс угла
касательной, построенной по центральной точ�
ке промежутка между третьим и четвертым
квартилем в приведенной оценке Хилла стре�
мится к значению 0,55 (исследовались значе�
ния λ  от 0,5 до 5).

Данное значение использовалось как кри�
тическое для оценки других распределений.

По приведенному выше методу, оценива�
лись другие виды распределений. Согласно
приведенному исследованию получились сле�
дующие данные.

Наименьшее значение оценки распределе�
ния Коши с параметрами ( )1;0 == γx  равно
1,049, наибольшее, с параметрами ( )50;10 == γx
равняется 3,124.

Экономические науки
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Наименьшее значение оценки распределе�
ния Вейбулла с параметрами ( )10;5 == λk  рав�
но 0,562, наибольшее, с параметрами ( )1;0 == λk
равняется 1,146.

Наименьшее значение оценки логнормаль�
ного распределения с параметрами ( )1;1 2 == σµ
равно 0,571, наибольшее, с параметра�
ми ( )10;5 2 == σµ  равняется 4,867.

Перечисленные выше распределения отно�
сятся к распределениям с тяжелыми хвостами и
полученный коэффициент превышает крити�
ческое значение 0,55.

Приведем некоторые полученные значения
для распределений с легкими хвостами.

Наименьшее значение оценки нормально�
го распределения с параметрами ( )1;0 2 == σµ
равно 0,295, наибольшее, с параметра�
ми ( )20;20 2 == σµ  равняется 0,372.

Наименьшее значение оценки логистичес�
кого распределения с параметрами ( )1;4 == sµ
равно 0,322, наибольшее, с параметра�
ми ( )10;50 == sµ  равняется 0,474.

Наименьшее значение оценки распределе�
ния Рэлея с параметром ( )2=σ  равно 0,098, наи�
большее, с параметрами ( )15=σ  равняется 0,52.

Наименьшее значение оценки гамма�рас�
пределения с параметрами ( )5;2 == θλ  равно
0,389, наибольшее, с параметрами ( )20;5 == θλ
равняется 0,535.

Справедливость полученной оценки под�
тверждается, также работами авторов А.Н. Гуда,
М.А. Бутакова, Н.А. Москат, Х. Беврани, К.А�
ничкин [1], [9]. В работе [1] при оценке распре�
деления Парето (распределение с тяжелым хво�
стом, параметры не указаны) получена оценка
0,87. В работе [9] рассмотрено распределение
Стьюдента (также, относящееся к распределе�
нию с тяжелыми хвостами) с параметром ( )t
равным трем. Оценка приведенным выше спо�
собом в самой представленной работе не прово�
дилась, однако использование этих данных дало
результат, равный 0,593.

Кроме приведенных выше исследовались,
также, и другие законы распределения, в частно�
сти, бета�распределение, равномерное распреде�
ление, геометрическое, гипергеометрическое, би�
номинальное, Пуассона, Бернулли. Однако ин�
декс 0,55 для дискретных видов распределений
не играет столь значительной роли, и при опре�
деленном наборе параметров легкохвостые рас�

пределения могут превышать критическое зна�
чение. Таким образом, для дискретных значений
данная оценка не является состоятельной.

Необходимо сделать еще одно замечание.
Распределение Бернулли, большинство част�
ных случаев гипергеометрического распределе�
ния, а также некоторые другие дискретные рас�
пределения при определенном подборе пара�
метров могут задаваться только двумя значе�
ниями 0 и 1. Расчет оценки Хилла для такого
ограниченного количества значений невозмо�
жен. Потому такие случаи заслуживают отдель�
ного рассмотрения.

Таким образом, показано новое применение
оценки Хилла в качестве способа отделения лег�
кохвостовых распределений от тяжелохвосто�
вых. Предварительная обработка исходного
массива данных согласно приведенной оценке
позволяет выявить распределения с легкими
хвостами, для восстановления плотности веро�
ятности которых справедливы различные па�
раметрические процедуры, и распределения с
тяжелыми хвостами, для которых эти процеду�
ры дают несколько искаженный результат.

Заключение
В работе приведен способ расчета оценки

тяжести хвоста, который заключается в пост�
роении оценки Хилла. Выявлено, что наиболее
информативным в данной оценке является про�
межуток между третьим и четвертым кварти�
лем. Касательная строится к графику приведен�
ного уравнения регрессии (полином второй сте�
пени). Тангенс угла наклона определяет иско�
мую величину индекса.

Также определено пороговое (критическое)
значение, равное 0,55; массивы данных, имеющие
значения индекса ниже критического, относятся
к распределениям с легкими хвостами, выше
критического – к распределениям с тяжелыми.

Выявленная оценка прошла проверку на
ряде распределений, сгенерированных с помо�
щью программы Mathcad 15. Для повышения
достоверности использовались, также, данные,
приведенные в статьях других исследователей.

Установлено, что приведенная оценка 0,55
несостоятельна для дискретных распределений,
а для некоторых из них (Бернулли, часть ги�
пергеометрических) вообще не может быть про�
изведена.

16.11.2013

Использование оценки Хилла для различения законов...Шепель В.Н., Акимов С.С.
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