
110 ВЕСТНИК ОГУ №9 (158)/сентябрь`2013

Определение. Скажем, что подпростран-
ство В алгебры Ли L является внутренним
идеалом, если BLBB ⊆]],[,[ .

Справедлива следующая лемма.
Лемма 1. Если алгебра B является внут-

ренним идеалом алгебры Ли L, то ],[ LBBI ∩=
является идеалом B.

Доказательство. Пусть Ix∈ . Тогда Bx∈
и ],[ LBx∈ .

Возьмем произвольный элемент Bb∈
и рассмотрим ],[ xb . Получим Bxb ∈],[ ,

IxbLBxb ∈⇒∈ ],[[],[],[ .
Естественно поставить следующий вопрос.
Вопрос 1. Пусть B – внутренний идеал

алгебры Ли L. Является ли ],[ BBB2 =  внут-
ренним идеалом?

Ответ на этот вопрос пока неизвестен ав-
торам.

Д. Бенкарт доказала это утверждение для
внутренних идеалов являющихся алгебрами
Ли [1].

Для простоты чтения приведем доказа-
тельство следующей леммы.

Лемма 2. Пусть алгебра Ли B является
внутренним идеалом алгебры Ли L. Тогда

],[' BBB =  является внутренним идеалом.
Доказательство. Легко проверить, что

]],,[[]],,[[ BLBLBB ⊆ .
Следовательно,
 ]]],,[[],,[[]]],,[[],,[[ BLBBBLBBBB ⊆ .

Из того, что B является внутренним идеалом
следует, что BBLB ⊆]],,[[ .

Отметим, что ],[]],,[[ BBBBB ⊆ .
Значит,

],[]],,[[]]],,[[],,[[ BBBBBLBBBB ⊆⊆ .
Мы доказали, что 'B  является внутрен-

ним идеалом алгебры Ли L.
Естественно поставить следующий вопрос:

является ли внутренний идеал алгеброй Ли?
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Ответ на этот вопрос отрицательный. Так
как авторы статьи не нашли пример такого
внутреннего идеала в известных публикаци-
ях, он приведен ниже.

Пример. Пример внутреннего идеала ко-
нечномерной нильпотентной алгебры Ли, ко-
торый не является алгеброй Ли.

Рассмотрим алгебру матриц 4nFn ≥,  по-
рядка n над полем F.

Введем следующее известное обозначение

для матричных единиц. Через ije  обозначим
матрицу, у которой на пересечении i-ой строки
и j-го столбца стоит 1, а все остальные элемен-
ты равны нулю. Матричные единицы перемно-

жаются по следующему правилу: ijklljik eee δ= ,

где 




≠
=

=
lk0

lk1
kl ,

;,
δ  – символ Кронекера.

Рассмотрим алгебру A порожденную как
векторное пространство всеми матричными
единицами ije ji >,, .

Алгебра A является ассоциативной ниль-
потентной алгеброй. Она также является
нильпотентной алгеброй Ли по отношению к
операции коммутирования yxxyyx −=],[ .

Пусть B векторное подпространство, по-

рожденное матричными единицами ,, 2312 ee

а C – матричными единицами { }3ije ji ≥−, .

Обозначим через D алгебру CBD += .

Легко проверить, что CLDD ⊆]],[,[ . Сле-
довательно, D – внутренний идеал.

Коммутатор 132312 eee =],[  не содержится
в D.

Следовательно, внутренний идеал D не
является алгеброй Ли.

Теперь можно поставить следующий
вопрос.
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Вопрос 2. Существует ли внутренний
идеал в полупростой алгебре Ли, не являю-
щийся алгеброй?

Приведем пример, показывающий, что
взаимный коммутант внутренних идеалов
может не быть внутренним идеалом.

Пример. Пример построен на основе при-
мера из [1].

Рассмотрим алгебру Ли 2   2)( ×Fsl2  мат-
риц следа 0 над полем F характеристики 0.

Тогда 22112112 eehefee −=== ,,  образуют
базис и подпространства Fe и Ff являются
внутренними идеалами.

Рассмотрим множество }{ FeB ∈= αα .
Покажем, что множество B является внутрен-
ним идеалом. Для этого нужно проверить, что

BLBB ⊆]],,[[ .

 heeeefe 22112112 =−== ],[],[

 e2e2eeeeehe 121212221112 −=−=−−=−= ],[],[

f2e2eeeeehf 212121221121 ==+=−= ],[],[

[ ] heeeeLB 221112 ,,, =−=

Следовательно, BLBB ⊆]],[,[ .
Возьмем множество }{ FfA ∈= ββ , кото-

рое так же является внутренним идеалом, и
рассмотрим множество }{],[ FhBAC ∈== γγ .

e2e2eeeeh 12122211 ==−= ],[],[

f2e2eeefh 21212211 −=−=−= ],[],[

[ ] feeeLC 2112 ,,, ==

[ ][ ] feeeLCC 2112 ,,,, ==

То есть, ]],[,[ LCC  не является подмно-
жеством C, что означает, что множество C не
является внутренним идеалом.

Пример из [1] побуждает нас к исследо-
ванию всех внутренних идеалов алгебры Ли

)(Fsl2 .
Теорема 1. Рассмотрим алгебру Ли

)(Fsl2  над алгебраически замкнутым полем F
характеристики не равной 2. Тогда все ее соб-
ственные внутренние идеалы одномерны, по-

рождены матрицами вида: 





− xz

yx
, где

0yzx2 =+ , zyx ,,  не равны нулю одновременно.
Доказательство. Так как алгебра Ли

)(FslL 2=  трехмерна, достаточно рассмотреть
случай одномерных и двумерных внутренних
идеалов.

1. Пусть },,{ 0bLbFbB ≠∈∈= αα  – одно-
мерный внутренний идеал.

Согласно определению внутреннего иде-
ала, справедливо включение

BLBB ⊆]],[,[                           (1)
Напомним определение присоединенно-

го отбражения. Пусть Lyx ∈, . Тогда линейное
отображение LLad →: , определенное по
формуле ],[)( yxyxad = , называется присое-
диненным к элементу x.

Согласно формуле (1), справедливо
включение Bybad 2 ⊆)() ( , где Ly∈  – произ-
вольный.

Получаем 0ybad 3 =)() ( .
Для нахождения всех матриц b из )(Fsl2

таких, что 0bad 3 =) (  рассмотрим следующие
общие матрицы:

 ., 





−

=





−

=
ac

ba
Y

xz

yx
X

Тогда

== )() ( YXad0 3

 ))()(( XYXXYYXXYXX −−−−=
.))()(( XXYXXYYXXYX −−−−

Произведя вычисления в любой системе
компьютерной математики (авторы исполь-
зовали MathCad), получим

=)() ( YXad 3





+−+
+−+=

)()(

)()(

yzxcx8yzxaz8

yzxbz4yzxcy4
22

22

 



+−+
+−+

)()(

)()(

yzxcy4yzxbz4

yzxay8yzxbx8
22

22

Учитывая, что Fcba ∈,,  – произвольные,
получим систему для нахождения Fzyx ∈,,

 







=+
=+
=+

.)(

,)(

,)(

0yzxx

0yzxz

0yzxy

2

2

2

Она равносильна уравнению 0yzx2 =+ )( ,
которое завершает исследование одномерных
внутренних идеалов.

2. Пусть B – двумерный внутренний иде-
ал алгебры Ли L, },)({ FeeeH 122211 ∈+−= βαβα .

В трехмерном пространстве два двумерных
пространства имеют ненулевое пересечение.

Пусть 122211 eeeb0bHBb βα +−=≠∩∈ )( ,  , .
Рассмотрим два случая.
а) Пусть сначала 0≠α .
Тогда ],[],[ LBee2eb 121212 ∈⇒= α .
Повторяя предыдущее рассуждение, по-

лучим

О некоторых свойствах внутренних идеалов алгебы ЛиМещерина Е.В., Пихтильков С.А.
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  ]],,[,[],[ LBBee2eb 121212 ∈⇒= α
.]],[,[ BeBLBB 12 ∈⇒⊆

Из линейного представления для b полу-
чаем, что Bee 2211 ∈− .

В этом случае LLB =],[ .
Следует, что B не является внутренним

идеалом.
б) Пусть теперь 0=α .
Тогда Be12 ∈ .
Из двумерности B и предыдущей принад-

лежности следует, что B содержит ненулевой
элемент 212211 eeec δγ +−= )( .

Случай 0≠γ  аналогичен а). Можно счи-
тать, что 0≠δ .

Тогда ],[ LB  содержит элементы 1221 ee ,  и
2211 ee − . Противоречит тому, что B – внутрен-

ний идеал.
Теорема доказана.
Доказанная теорема позволяет поставить

вопрос
Вопрос 3. Справедливо ли утверждение:

в любой простой алгебре Ли собственный
внутренний идеал является нильпотентным?

Естественно поставить следующий вопрос.
Вопрос 4. Пусть B – внутренний идеал

алгебры Ли L. Является ли )( nB  внутренним
идеалом?

Следующая лемма дает ответ на этот воп-
рос для внутреннего идеала, являющегося
алгеброй Ли. Аналогичное утверждение для
множества )( nB  (для односторонней расста-
новки скобок) доказано в [1].

Лемма 3. Пусть алгебра Ли B является
внутренним идеалом алгебры Ли L. Тогда )( nB  –
внутренний идеал.

Доказательство. Отметим, что комму-
тант алгебры Ли также является алгеброй Ли.

Докажем методом математической ин-
дукции.

1) 1n = . Выше было доказано, что
],[' )( BBBB 1 ==  является внутренним идеа-

лом (лемма 2).
2) n=k. Предположим, что )(kB  является

внутренним идеалом.
3) 1kn += . ],[ )()()( kk1k BBB =+ . Так как по

предположению )(kB  внутренний идеал, то
согласно лемме 2 делаем вывод, что )( 1kB +  яв-
ляется внутренним идеалом.

Определения. Пусть L – алгебра Ли.
а) Если убывающая цепочка идеалов ста-

билизируется, то алгебра называется i-арти-
новой;

б) если убывающая цепочка алгебр ста-
билизируется, то алгебра называется a -арти-
новой;

в) если убывающая цепочка внутренних
идеалов стабилизируется, то алгебра называ-
ется inn-артиновой.

Сначала приведем пример бесконечной
inn-артиновой алгебры Ли.

Пример. Пусть F – поле характеристики
нуль, FK ⊃ – бесконечное расширение поля F.

Рассмотрим алгебру Ли )(KslL 2=  над
полем F. Она бесконечномерная специальная.

Пусть LH ⊂  – собственный внутренний
идеал. Множество ]],,[[ LHHG = является K
подпространством алгебры Ли L.

Заметим, что HG ⊂  – внутренний идеал L.
Предположим, что G – собственный. Тог-

да, согласно теореме 1, он абелев, одномерный
над K. Предположим также, что множество G\H

не пусто. Тогда KH не является внутренним иде-
алом L. Следовательно, существуют такие

HghK jiji ∈∈ ,,,, βα  m1i = ,,...,  Lxn1j ∈= ,,..., , что

Hxghxgh
m

1i

ji

n

1j

ji

m

1i

j

n

1j

jii ∉























=
























∑ ∑∑ ∑
= == =

βαβα ,,,, .

Следовательно, найдутся такие i, j, что
[ ][ ] Hxgh jiji ∉βα, . В этом случае H не является

внутренним идеалом.
Рассмотрим теперь случай, когда

0LHHG == ]],,[[ .
Легко проверить, что из inn-артиновости

следует i-артиновость и из a-артиновости сле-
дует i-артиновость.

Приведем пример, показывающий что из i-
артиновости может не следовать a-артиновость.

Пример. Пусть F – поле характеристики
нуль, ,...),...,,( n21 xxxFK =  – поле рациональных
функций от коммутирующих переменных

,...,...,, n21 xxx

Обозначим через L алгебру Ли матриц
порядка 2 над полем K со следом нуль

)(KslL 2= . Будем рассматривать L как алгебру
Ли над полем F.

Пусть I – идеал алгебры Ли L, 0aLa ≠∈ , .
Из простоты L над полем K следует, что эле-
мент a  представим в виде

 ∑
=

∈∈=
n

1i

ijiki2i1ii LlKlllaa
i

. ,  ],],...],],,[...[ , αα

Пусть K∈β  – произвольный. Тогда элемент

∑
=

∈∈αβα=β
n

1i

ijiki2i1ii LlKlllaa
i

. , ],],...],],,[...[ ,

Естественные науки
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принадлежит I. Следовательно, идеал I явля-
ется векторным пространством над K.

Мы показали, что L, как алгебра над F –
простая. В то же время, она содержит беско-
нечную убывающую цепочку подалгебр над F:

...,...]),[(,...]),[( ⊇⊇ 3212212 xxFslxxFsl

...,,...]),[(... ⊇⊇ +1nn2 xxFsl

что завершает рассмотрение примера.
Приведем пример показывающий, что из

i-артиновости не следует inn -артиновость.
Пример. Пусть V векторное пространство

над полем F и W – подпространство V с бази-
сом ,...,...,, n21 eee , где ∞=WV /dim .

Обозначим через nW  подпространство, по-
рожденное векторами ,..., 1nn ee + . Получим

1WW = .
Пусть )()( −= VLL  алгебра Ли, получен-

ная из полной алгебры линейных отображе-
ний V с помощью операции коммутирования

yxxyyx −=],[ . Известно, что L – простая ал-
гебра Ли.

Обозначим через nI  множество линейных
отображений VVf →:  таких, что nWVf ⊆)( ,

0Wf =)( .
Проверим, что ,...,, 21nIn =  – являются

внутренними идеалами.
Рассмотрим VxLhIgf n ∈∈∈ ,,, . Тогда

 =−= )(],[)](,[)]](,[,[ xfhgxhgfxhgf

 −−= )))((()))((( xghfxhgf

=+− )))((()))((() xfghxfhg

 .)))((()))((( nWxfhgxghf ⊆−−=
Мы использовали свойство отображений

из 0gffgIn ==: .
Следовательно, nIhgf ⊆]],[,[ .
Мы показали, множество линейных ото-

бражений nI  является внутренним идеалом
алгебры Ли L.

Цепочка внутренних идеалов
...... ⊇⊇⊇⊇ n21 III  простой алгебры Ли L явля-

ется строго убывающей, бесконечной.

В 2001 году А.В. Михалев на семинаре
механико-математического факультета МГУ

им. М.В. Ломоносова «Кольца и модули» по-
ставил проблему: существует ли артинова ал-
гебра Ли, первичный радикал которой не яв-
ляется разрешимым?

С.А. Пихтильков доказал, что первичный
радикал специальной алгебры Ли является
разрешимым [4].

Понятие специальной алгебры. Ли было
введено В.Н. Латышевым в 1963 г. [6].

Определение. Алгебра Ли L называется
специальной алгеброй или SPI-алгеброй, если
существует ассоциативная PI-алгебра A такая,
что L вложена в )( −A  как алгебра Ли, где )( −A  –
алгебра Ли, заданная на A с помощью опера-
ции коммутирования yxxyyx −=],[ .

Известно, что первичный радикал произ-
вольной алгебры Ли является слабо разреши-
мым, может не быть разрешимым и даже ло-
кально разрешимым [6].

Мы показали, что свойство inn -артино-
вости сильнее, чем свойство i-артиновости.

Следующее предложение может быть
полезно при попытках решить проблему
Михайлева хотя бы для inn -артиновых ал-
гебр Ли.

Предложение. Пусть ненулевая алгебра
Ли B является внутренним идеалом алгебры
Ли L, L – inn-артинова. Тогда B содержит не-
нулевой внутренний идеал I, I или B удовлет-
воряет тождеству разрешимости некоторой
ступени.

Доказательство. ......"' )( ⊇⊇⊇⊇⊇ nBBBB  –
убывающая цепочка внутренних идеалов. Из
inn -артиновости следует, что она стабилизиру-
ется. Существует натуральное число k , такое

что )()( 1kk BB += . )(kBI = . Тогда, если
1. B0I ⇒=  удовлетворяет тождеству раз-

решимости ступени k ;
2. IIII0I   ,],[ =⇒≠  – искомый.
Следовательно, B содержит ненулевой

идеал или B удовлетворяет тождеству разре-
шимости некоторой ступени.

4.12.2012
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ON SOME PROPETIES OF LIE ALGEBRAS INNER IDEALS
The concept of the inner ideal Benkart Georgia was introduced [1]. F. Lopez, E. Garcia, G. Lozano investigated

the notion of inner ideal with respect to the Artinian Jordan pairs with [2]. In this paper we study some properties of
inner ideals. It is also considered the definition of Artinian in three senses and communication between them.
Artinian special Lie algebras was considered earlier by Y.A. Bahturin [3], S.A. Pikhtilkov [4], and V.M. Polyakov [5].
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