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Введение
Знания основных свойств спиновых со-

стояний многофермионных и, в частности,
многоэлектронных систем необходимы как
для понимания фундаментальных квантово-
механических свойств этих систем, так и для
конкретных областей физики и химии. К та-
ким основным свойствам относится запутан-
ность квантовых состояний многочастичных
систем [1-4]. На примере составной кванто-
вомеханической системы AB, которая может
быть разделена на подсистемы А и В, свой-
ство «запутанность» описывается как нару-
шение равенства, связывающего матрицы
плотности объединенной системы и ее под-
систем
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где Àρ  и Âρ  матрицы плотности подсистем.
Это неравенство означает, что матрица плот-
ности 

ABρ  объединенной системы не может
быть получена как сумма прямых произведе-
ний матриц плотности Àρ  и Âρ  и, следователь-
но, полную систему нельзя образовать про-
стым соединением независимых физических
подсистем А и В. Если сложная система АВ
может быть образована из независимых под-
систем, то она является незапутанной.

Запутанность квантовых состояний важ-
на для реализаций алгоритмов квантового
компьютинга, для построения протоколов
квантовой криптографии и для других при-
ложений квантовых свойств сложных систем
[5-9].

Такое же важное значение запутанность
имеет для анализа реальных физических и
физико-химических систем [10]. Из неравен-
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ства (1) следует, что если сложная физичес-
кая или химическая система АВ не может
быть описана как простое объединение под-
систем, то при ее образовании действуют
«правила отбора», выделяющие запутанные
состояния объединенной системы. Примером
таких правил отбора являются «спиновые
правила отбора», управляющие образовани-
ем диамагнитных молекул (частиц в синглет-
ных запутанных спиновых состояниях) из
свободных радикалов (частиц с некоррелиро-
ванными электронными спинами), аннигиля-
ция триплетных экситонов в молекулярных
кристаллах и другие спинзависимые процес-
сы [11].

Перспективы применения спина элект-
рона в качестве носителя информации в
спинтронике, квантовых вычислений и кван-
товой криптографий [12-14] требуют знания
спиновых состояний многофермионных си-
стем, например, спиновых состояний ансам-
бля электронов в полупроводниках, сверх-
проводниках и спиновой жидкости. Однако,
чтобы использовать спины электронов в ка-
честве носителей квантовой информации, их
необходимо «извлечь» из ансамбля неразли-
чимых частиц. Например, в полупроводни-
ках для перевода электронов в зону прово-
димости необходимоих извлечь из ансамбля
электронов валентной зоны. Поэтому вмес-
те с проблемой запутанности спиновых со-
стояний больших ансамблей фермионов су-
ществует и проблема спиновой запутаннос-
ти различных подсистем. Другая важная про-
блема – это проблема экспериментальной
регистрации запутанности или ее экспери-
ментальной верификации.
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Квантовая запутанность и нелокальные
корреляции в многоспиновых системах
Физические свойства многоспиновых

состояний неразличимых фермионов, напри-
мер электронов, описываемые матрицей
плотности Nρ  [15], позволяют предсказы-
вать результаты экспериментов (по крайней
мере, гипотетических), представляющих ин-
терес, как для общей теории запутанности,
так и для квантовой информатики. Приме-
ром такого является мысленный экспери-
мент Эйнштейна, Подольского и Розена
(ЭПР-эксперимент) [16]. Анализ экспери-
ментов подобного рода часто использовался
для анализа фундаментальных проблем
квантовой механики, например, для провер-
ки выполнения неравенств Белла [17].

В общем виде для систем, в которых от-
сутствуют нелокальные корреляции физичес-
ких величин Q, R, S и T, неравенство Белла
выглядит следующим образом

2QTRTRSQS ≤−++                 (1)

где QS  – среднее значение произведения
нормированных величин Q и S. Нарушение
неравенства Белла при некоторых параметрах
системы будет означать наличие в системе
нелокальных корреляций, свидетельствую-
щих о наличии запутанных состояний.

Следуя схеме эксперимента, описанного
в [18], рассмотрим следующую ситуацию. Из
ансамбля N фермионов выбивается одна из
неразличимых частиц так быстро, что ее спин
не успевает измениться и это спиновое состо-
яние анализируется наблюдателем с помо-
щью двух приборов Q и R (например, ячейка-
ми Мотта). Спиновое состояние оставшейся
составной частицы, содержащей N-1 ферми-
онов, детектируется другим наблюдателем с
помощью аналогичных приборов S и T.

Измеряемыми величинами в приборах Q
и R будем считать удвоенные проекции спи-
на одного фермиона, операторы которых

A
ZQ σ= , A

XR σ=

где A
Zσ , A

Xσ  есть проекции спина частицы А на
оси Z и X.

Аналогично второй наблюдатель с помо-
щью анализаторов S и T измеряет удвоенные
проекции спина составной частицы на направ-

ления, повернутые относительно осей Z и X,
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на составной частицы на оси Z и X.
Подставив набор наблюдаемых величин в

левую часть неравенства Белла (14), получим
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Очевидно, что для расчета двухчастичных
корреляторов для всех пар эквивалентных
фермионов вместо полной матрицы плотно-
сти Nρ  достаточно двухчастичной матрицы
плотности Nρ 1i, описывающей коллективное
спиновое состояние первого и любого друго-
го i-го фермиона
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Подставляя Nρ1i в выражение (2), оконча-
тельно получим
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Сравнение результата расчета (4) с нера-
венством Белла (1) доказывает его наруше-
ние. Видно, что неравенство Белла наруша-
ется максимально, так же как и для запутан-
ного двухчастичного синглетного спинового
состояния. Очевидно, что результат (4) не за-
висит от количества фермионов N > 2 в изна-
чальной системе. Этот строгий математичес-
кий результат подтверждает, что распад слож-
ной синглетной частицы на два фрагмента со
спинами S = 1/2 аналогичен распаду двухэ-
лектронной системы, находящейся в запутан-
ном синглетном состоянии.

Рассмотрим теперь случай двухэлектрон-
ной ионизации, при которой происходит вы-
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бивание двух электронов из многоэлектрон-
ного атома или одновременный перевод двух
электронов из валентной зоны в зону прово-
димости в полупроводнике. В предыдущей
работе [15] было показано, что квантовые со-
стояния двухспиновых подсистем не запута-
ны, и, следовательно, это должно проявиться
в результатах ЭПР-экспериментов.

В этом случае измеряемыми величинами
будут
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Подставляя эти операторы в двухспино-
вую матрицу плотности ρ 12 влевую часть вы-
ражения (14), окончательно получим
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Очевидно, что для любых ансамблей фер-
мионов (электронов) с N > 2 выполняются
неравенства Белла (1), что подтверждает от-
сутствие запутанности в двухфермионных
подсистемах.
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Здесь следует отметить важное разли-
чие двух синглетных систем: двухспиновой
и многоспиновой. В обоих случаях системы
запутаны, но во втором случае спин выле-
тевшего электрона не запутан ни с одним из
оставшихся электронных спинов, однако за-
путан с полной оставшейся многоспиновой
системой.

Заключение

Для многоспинового аналога экспери-
мента Эйнштейна-Подольского-Розена до-
казано нарушение неравенства Белла. Это
доказывает существование квантовых нело-
кальных корреляции и запутанность спино-
вых состояний вылетевшего электрона с ос-
тальной частью исходной многоспиновой си-
стемы. Однако, спиновые состояния любой
пары электронов многоспиновой системы не
запутано. Эти результаты имеют принципи-
альное значение для будущих попыток по-
строения квантовых компьютеров на спино-
вых состояниях электронов, являющихся
подсистемой большого ансамбля.
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NONLOCAL CORRELATIONS OF INDISTINGUISHABLE FERMIONS MULTISPIN STATES
Any large system of N fermions, such as electrons with spin S = 1/2, the spin state of any particle are shown to

be entangled with the other part of the system containing N-1 particle. However, the spin state of this electron is
not entangled with any other particle, and spin state of any electron pair is not entangled. These properties of spin
states manifest in the Einstein-Podolsky-Rosen as confirmation or violation of the Bell inequalities indicating the
presence of non-local quantum spin correlations.
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