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Введение
Фундаментальная характеристика ферми�

онов – спин S=1/2, так же как и заряд, опреде�
ляет не только индивидуальные, но и коллек�
тивные свойства системы, например, симмет�
рию многофермионной волновой функции и
статистические свойства ансамбля. Перспекти�
вы применения спина электрона в качестве но�
сителя информации в спинтронике, квантовых
вычислений и квантовой криптографий [1�2]
требуют знания спиновых состояний многофер�
мионных систем, например, спиновых состоя�
ний ансамбля электронов в полупроводниках,
сверхпроводниках и спиновой жидкости. Одна�
ко, чтобы использовать спин электрона в каче�
стве носителя квантовой информации, его не�
обходимо “извлечь” из ансамбля неразличимых
частиц. Если этот процесс происходит доста�
точно быстро, то электронный спин не успеет
изменить свое состояние и, следовательно, бу�
дет нести “память” о своем пребывании в боль�
шом ансамбле. Поэтому необходимо знание со�
стояний многоспиновых систем и, в частности,
запутанности таких состояний.

Запутанность – важная характеристика
квантовых состояний, необходимая для созда�
ния алгоритмов квантовых вычислений и раз�
работки протоколов квантовой криптографии
[3�4]. Это обстоятельство, с одной стороны, оп�
ределило активное, главным образом, теорети�
ческое изучение запутанности, а с другой, – от�
теснило на задний план важное значение запу�
танности квантовых состояний для описания
свойств реальных физических систем и физи�
ческих процессов. Это «физическое»  значение
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запутанности квантовых состояний однознач�
но следует из основного свойства матрицы плот�
ности запутанных систем [5]
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где ρA и ρB матрицы плотности подсистем. Это
неравенство означает, что матрица плотности
ρAВ объединенной системы не может быть полу�
чена как сумма прямых произведений матриц
плотности ρA и ρB и, следовательно, полную си�
стему нельзя образовать простым соединением
независимых физических подсистем. Таким об�
разом, запутанными являются физические сис�
темы, которые нельзя образовать простым объе�
динением невзаимодействующих подсистем.
Если сложная система может быть образована
из независимых подсистем, то она является не�
запутанной. Поэтому в образовании запутан�
ных систем важную роль играют “правила от�
бора”, управляющие физическими процессами,
приводящими к образованию запутанных сис�
тем из независимых. Примером таких правил
отбора являются спиновые правила отбора,
управляющие образованием частиц в синглет�
ных (запутанных) спиновых состояниях из
предшественников с некоррелированными элек�
тронными спинами [6].

Классическим примером запутанных спи�
новых состояний являются белловские двухча�
стичные состояния [7]. Изучению запутаннос�
ти посвящено большое количество работ, одна�
ко зачастую они ограничивались двухспиновы�
ми  моделями [8]; число трехспиновых моделей
очень ограничено. При этом практически не изу�
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ченной оставалось запутанность спиновых со�
стоянии многофермионных систем. В литера�
туре имеются указания на то, что многоферми�
онная запутанность может играть важную роль
в физике конденсированного состояния [9].

Информационная значимость запутанно�
сти квантовых состояний [10�11] известна и хо�
рошо описана в литературе. Гораздо меньше
внимания уделялось проблеме происхождения
запутанности в реальных спиновых системах.
Большинство работ, посвященных изучению
разных случаев запутанности, не ставили про�
блему ее происхождения. Основной причиной
считались взаимодействия между частицами,
например, кулоновское или обменное взаимо�
действие [12�13]. Строго говоря, обменные вза�
имодействия проявляются лишь в случае силь�
ного перекрывания волновых функций ферми�
онов, а «реализация» обменного взаимодействия
является следствием принципа Паули, требую�
щего антисимметрии полной волновой функ�
ции фермионов ψ.

Цель данной работы – построение много�
спиновых матриц плотности в виде, допускаю�
щем их обобщение на любые виды фермионов
со спином S = 1/2 , исследование свойств этих
матриц и описываемых ими спиновых состоя�
ний, в частности, спиновой запутанности мно�
гофермионных систем.

Спиновые состояния
многофермионной системы
Проблема запутанности квантовых состо�

яний и  запутывания в многофермионной сис�
теме привлекала много внимания в последние
десятилетия и была главной целью многих ис�
следований [16�19]. В результате многочислен�
ных теоретических исследований выработалось
общее мнение [20], что антисимметричная вол�
новая функция ψ, которая может быть представ�
лена в виде детерминанта Слетера, имеющая
ранг равный 1, описывает незапутанные состо�
яния. Следовательно, в простейшем случае чис�
тое состояние двух фермионов, общая волновая
функция которых представлена как определи�
тель Слетера

( ) ( ) ( ) ( ){ }21122211
21

21 2 ������ ϕϕϕϕ −=Ψ − ��Q

где ( )	1ϕ  и ( )	2ϕ  – волновые функции одноча�
стичных  ортогональных состояний, описывает

незапутанное состояние. Однако, если рас�
сматривать волновую функцию ( )
	 �ϕ   каж�
дого фермиона как произведение простран�
ственных и спиновых частей, например, в виде

( ) ( ) ��� 		
 φϕ = , то определитель Слетера при�
нимает следующий вид
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где 	α  и 	β  – проекции спина S = 1/2 на ось
OZ. Очевидно, что спиновая подсистема на�
ходится в синглетном состоянии

( ) 2121
21

12 2 αββα −= − �
� ,

которое является примером классического за�
путанного Белловского состояния.  Этот про�
стой пример показывает, что запутанность спи�
новых подсистем неразличимых фермионов
требует отдельного рассмотрения, и она не все�
гда следует из свойств полной системы.

Для полного описания всех свойств много�
фермионной системы в общем случае необходи�
мо знание полной волновой функции Ш, кото�
рая зависит от всех степеней свободы системы.
Однако для описания состояний и свойств спи�
новой подсистемы достаточно знания редуци�
рованной спиновой матрицы плотности с [14].
Далее будет показано, что для построения спи�
новой матрицы плотности достаточно восполь�
зоваться основным свойством волновой функ�
ции неразличимых фермионов – ее антисиммет�
рией относительно любых перестановок пар
частиц (принцип Паули).

Известно, что любая антисимметричная
функция может быть представлена в виде су�
перпозиции детерминантов Слетера, построен�
ных из одночастичных волновых функций,
включающих спиновые переменные отдельных
фермионов. Однако в данной работе для про�
стоты будем считать, что для описания полной
системы достаточно однодетерминантной фун�
кции Слетера. Для системы N фермионов со спи�
ном S =1/2, характеризуемых набором N/2 вол�
новых функций ),(1 srψ , ),(2 srψ ,… ),(2/ srNψ  де�
терминант Слетера имеет вид:

( ) ( ) ),()...,(),(det!, 2/21
2/1 srsrsrNsr Nψψψ−=Ψ (2)
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где jjii srsr )(),( ϕψ =  ( )(riϕ – описывает про�
странственную часть волновой функции, а

js – спиновую часть полной волновой функ�
ции). Спиновая  матрица плотности  является
редуцированной матрицей плотности, которая
получается взятием следа по всем неспиновым
переменным исходной матрицы плотности

( ) ( )jjjj srsr ,, ΨΨ=ρ  полной системы.
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где векторы kΦ – представляют собой прямые
произведения пространственных волновых
функции )(riϕ со всеми возможными размеще�
ниями фермионов. При вычислении следа в
формуле (3) используется условие ортогональ�
ности пространственных одночастичных вол�
новых функций.

После расчета детерминанта Слетера ме�
тодом Лапласа и взятия следа по «простран�
ственным» переменным спиновая матрица мо�
жет быть представлена в «унифицированном»
виде как сумма неортогональных проекторов на
многоспиновые синглетные состояния и для
системы N фермионов имеет вид:
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В выражении (4) сумма берется по всем воз�
можным размещениям N частиц по N/2 синг�
летным спиновым состояниям. Оператор P –
это оператор перестановок по всем парным син�
глетным состояниям. Количество таких слагае�
мых

)!2//(!2 2/ NNN−

в точности равно количеству всевозможных ру�
меровских спариваний фермионов [21]. Полу�
ченное выражение (4) и представляет собой ис�
комую спиновую матрицу плотности многофер�
мионной системы. Оно не зависит от конкрет�
ного вида пространственных одноэлектронных
волновых функций цi(rj). Спиновая матрица
плотности сN однозначно определяется принци�
пом неразличимости квантовых частиц и прин�
ципом Паули.

Вид оператора матрицы плотности сN  де�
лает очевидной его симметрию относитель�
но любых перестановок частиц. Перестанов�

ки спинов внутри одного синглетного состо�
яния изменяют знак спинового вектора

jijiijS αββα −= − 2
1

2 , но не изменяют знак
тензорного произведения ijij SS . Перестанов�
ки спинов между разными синглетными векто�
рами сводятся к простой перестановке опера�
торов проектирования. Поскольку все парные
синглетные состояния инвариантны относи�
тельно вращений, то и матрица плотности сN

инвариантна относительно этих преобразова�
ний. Таким образом, показано, как из антисим�
метричной волновой функции Ш получается
симметричная матрица плотности сN.

Спиновые матрицы плотности
двухфермионных подсистем
Спиновые состояния системы двух ферми�

онов, например, двух электронов, являются наи�
более изученным объектом теории квантовой
запутанности, на котором отработаны ее основ�
ные положения и понятия. В реальных экспе�
риментальных ситуациях система, состоящая из
двух электронов, либо является подсистемой
многоэлектронной системы, либо извлекается
из «материнской» большой системы. Исключе�
нием являются лишь такие простые независи�
мые двухэлектронные системы, как молекула
водорода или атом гелия. Поэтому необходимо,
во�первых, знать спиновые состояния реальных
двухэлектронных систем, экстрагируемых из
большой «материнской» системы, и, во�вторых,
знать их отличия от свойств «идеальной» и хо�
рошо изученной двухспиновой системы.

Далее будут рассматриваться двухспино�
вые системы, которые изначально входили в
состав большого ансамбля  неразличимых фер�
мионов, находящихся в основном состоянии и
описываемого матрицей плотности (1). Очевид�
но, что для описания всех свойств двухспино�
вой подсистемы достаточно знать редуцирован�
ную двухспиновую матрицу плотности с12, ко�
торая определяется как след сN по спиновым
переменным «лишних» частиц. Поскольку все
частицы неразличимы и эквивалентны, то да�
лее  будем  брать  след  по  переменным всех
частиц с номерами N > 2.

( )N
NTr ρρ 2

12
−=                        (5)

Для таких вычислений исходную матрицу
плотности (4) удобно представить в виде сум�
мы двух многочленов: в первом будут находить�
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ся только слагаемые, содержащие состояния
1212 SS  (два спина принадлежат одному син�

глетному состоянию), а во втором – только сла�
гаемые, содержащие члены lklk SSSS 2121  (пер�
вый и второй спин образуют синглетные состо�
яния с различными фермионами, k,l  ≠ 1,2). Ко�
личество слагаемых первого типа можно легко
определить по обычным комбинаторным пра�
вилам; их число равно

)!2/)2((2

)!2(
2/)2( −

−
− N

N
N .                    (6)

Слагаемые первого типа дадут в искомой
матрице плотности с2 члены

( ) 1212
11 SSN −− .

Таким же образом можно определить и ко�
личество слагаемых второго типа; их число рав�
но
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В искомой матрице плотности с2 они дадут
слагаемые
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В результате матрица плотности 12ρ  при�
водится к простому виду, описывающему неко�
герентную суперпозицию синглетных и трип�
летных состояний двух фермионов
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Соотношение синглетных и триплетных со�
стояний зависит от общего числа фермионов N.
Из этой формулы следует, что только система,
состоящая из двух электронов (N = 2), может на�
ходиться в чистом синглетном состоянии и опи�
сываться матрицей плотности 1212 SS=ρ . В
любых других случаях (четные N > 2) любая
подсистема, состоящая из двух неразличимых
фермионов, будет находиться в спиновом состо�
янии, являющемся некогерентной суперпозици�
ей синглетных и триплетных состояний.

Матрица плотности (9) позволяет нахо�
дить коэффициенты корреляции  r  двух спинов
S= 1/2 в ансамбле произвольного четного чис�
ла фермионов

( ) ( ) ( ) 1
21122121 1/ −−−=⋅== NSSSSTrSSr
������

ρ ,

где 2/3)1( 2/1=+= SSSi

�

. Знак минус, пока�
зывает, что вероятность обнаружить спины с
антипараллельной ориентацией всегда боль�
ше вероятности обнаружить параллельные
спины. В общем случае коэффициент корреля�
ции r зависит только от числа спинов ансамб�
ле: он достигает максимального значения для
двух фермионов (N = 2) и стремится к нулю
при N→∞.

( ) 01limlim 1
21 =−−= −

∞→∞→
NSS

NN

��

В бесконечно большой системе (при N→∞)
спиновое состояние двухфермионной подсисте�
мы  описывается матрицей плотности
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Очевидно, что это состояние является не�
когерентной суперпозицией спиновых состоя�
ний двух независимых неполяризованных фер�
мионов. Следовательно, увеличение числа ча�
стиц в многофермионнной системе приводит к
уменьшению корреляции между спинами лю�
бой пары фермионов и эти корреляции полно�
стью отсутствуют при бесконечном числе час�
тиц.

В завершение этого раздела полезно отме�
тить, что состояние двухспиновой подсистемы
четырехфермионной системы определяется
матрицей плотности

( )−−++ +++

+==
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121212
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1
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������

�� SQρ

        (11)

которая описывает незапутанное состояние и
для которой известно [22] представление в виде
суммы произведений матриц плотности одно�
спиновых подсистем, явно доказывающее отсут�
ствие запутанности.
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Запутанность многоспиновых
состояний фермионов
Многофермионная спиновая система, кото�

рая описывается оператором спиновой матри�
цы плотности (4), может быть разделена на две
подсистемы произвольной размерности. При�
мерами физической реализацией такого разде�
ления могут быть самопроизвольный распад
типа радиоактивного распада атомных ядер или
распад, инициируемый внешним воздействием,
например, фотоионизация, в результате кото�
рой вылетают один или несколько электронов.
Поэтому возникает вопрос, существует ли за�
путанность этих подсистем? Например, суще�
ствует ли в полупроводниках запутанность
между спиновыми состояниями валентных элек�
тронов и спиновыми состояниями электронов
проводимости, возникших в результате межзон�
ных переходов? Существует ли  запутанность
спиновых состояний этих электронов в зоне
проводимости, обусловленная их общим проис�
хождением из ансамбля электронов валентной
зоны?

Удобным критерием запутанности являет�
ся критерий Переса�Городецкого [23–24], кото�
рый  устанавливает связь между запутаннос�
тью и наличием отрицательных собственных
значений лi частично транспонированной мат�
рицы плотности. Согласно критерию Переса�
Городецкого, для того, чтобы между двумя под�
системами A и B существовала запутанность,
необходимо и достаточно, чтобы у частично
транспонированной матрицы BTρ  существова�
ло хотя бы одно отрицательное собственное зна�
чение. Однако наличие отрицательных соб�
ственных значений эквивалентно утверждению,
что BTρ  уже не является матрицей плотности, а
для операции частичного транспонирования
матрицы плотности запутанных состояний не
может быть физических реализаций.

Критерий Переса�Городецкого очень удобен
при анализе конкретных простых систем. На�
пример, для четырехспиновой системы, описы�
ваемой спиновой матрицы плотности (5) и пред�
ставленной как объединение двух одинаковых
двухфермионных подсистем, частично транспо�
нированная матрица плотности BTρ  имеет от�
рицательные собственные значения
лi = (1/2, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, �1/6, �1/6, �1/6).
Если в качестве меры запутанности в соответ�
ствии с работами [25–26] принять удвоенную

сумму отрицательных собственных значений,
то получим

1)6/16/16/1(2)(2 =−−−−=−= ∑
i

iE λ .

Этот результат означает, что в рассматри�
ваемой четырехспиновой системе между двух�
спиновыми подсистемами существует макси�
мальная запутанность, такая же, которая суще�
ствует между двумя спинами, находящимися в
суммарном синглетном состоянии.

Очевидно, что критерий Переса�Городецко�
го трудно применить в общем виде для матриц
больших размерностей [23], для которых невоз�
можны вычисления собственных значений в
аналитическом виде, например, для спиновых
состояний многофермионных систем, описыва�
емых матрицами плотности (4). Однако появ�
ление отрицательных собственных значений
эквивалентно выходу матрицы BTρ из класса
положительно определенных матриц. Следова�
тельно, для доказательства существования за�
путанности между подсистемами достаточно
доказать нарушение положительной опреде�
ленности этой матрицы [27], например, с помо�
щью критерия Сильвестра [28]. Среди разных
вариантов критерия Сильвестра самым эффек�
тивным является требование неотрицательно�
сти главных миноров матрицы BTρ , например,
главных миноров второго порядка типа

0
2

>−=−= T
ij

T
jj

T
ii

T
ji

T
ij

T
jj

T
iiM ρρρρρρρ   (12)

Удобнее всего доказать нарушение крите�
рия Сильвестра для матрицы BTρ , представив
исходную матрицу плотности (4) в мультипли�
кативном базисе в виде блочной матрицы

),( '
zz SSρ  в полном пространстве всех возмож�

ных спиновых состояний  системы N фермио�
нов, где zS  и '

zS  – значения проекции суммар�
ного спина полной системы. Очевидно, что един�
ственным ненулевым блоком такой «расширен�
ной» матрицы плотности Sρ  будет блок, соот�
ветствующий значениям 0=zS  и 0' =zS .
Матричные элементы всех остальных блоков
( 0≠zS  и 0' ≠zS ) – диагональные iiρ  и не�
диагональные ijρ  – равны нулю.

Мультипликативный базис представляет
собой набор ортогональных базисных векто�
ров i  и j  каждый из которых является пря�
мым произведением векторов отдельных спи�
нов, а векторы состояния i  и j могут быть
представлены в виде прямых произведений век�
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торов состояний спина каждого фермиона ( ↑
или ↓ ), которые, в свою очередь, могут быть
объединены в мультипликативные векторы со�
стояний подсистем А и В произвольной размер�
ности NA и  NB (NA + NB = N)

BÀ lmNi ⊗=⊗⊗= .....21

BÀ knNj ⊗=⊗⊗= '.....'2'1

где Am и Àn – векторы спиновых состояний
подсистемы А произвольной, но одинаковой
размерности, а Bl и Bk – векторы спиновых
состояний подсистемы В в мультипликативном
базисе. Сумма проекций спинов подсистем А и
В удовлетворяют условию 0=+ B

z
A
z SS   для

всех пар мультипликативных векторов синглет�
ного подпространства ( Am , Bl ) и
( An , Bk ). Однако состояния Am и Àn для
одной и той же подсистемы А, а также состоя�
ния Bl и Bk для подсистемы В могут отли�
чаться значениями проекции полного спина

0)( ≠Az mS и 0)( ≠Bz lS ., а также
)()( BzBz kSlS ≠ . Более того, такие различные

векторы обязательно присутствуют в полных
наборах спиновых векторов подсистем А и В.
Это обстоятельство можно легко показать на
примере шестиспиновой системы (N =6). На�
пример,

BABÀ lmp ↓↓↓⊗↑↑↑=⊗=

и

BABÀ knq ↑↑↑⊗↓↓↓=⊗= .

Частичная транспозиция исходной шести�
спиновой матрицы плотности, записанной в
мультипликативном базисе  матрицы, сводит�
ся к перестановке векторов BB kl ⇔ . При
этом спиновые векторы полной системы перей�
дут в новые векторы

BABÀ kmpp ↑↑↑⊗↑↑↑=⊗=⇒ '

и

BABÀ lnqq ↓↓↓⊗↓↓↓=⊗=⇒ ' .

с полным спином S = 3 и проекциями 3±=zS .
В мультипликативном базисе все слагаемые

оператора матрицы плотности (4) имеют вид

ÂÀÂÀijij knlmji ρρ = .

Для оператора частично транспонирован�
ной матрицы BTρ  они переходят в слагаемые

ÂÀÂÀij
T

ji lnkmji ρρ ='''' .

Очевидно, что при такой операции диаго�
нальные элементы не изменяются и

iikmkmii iiÂÀÂÀii
T
ii ρρρ =='''' .

Однако изменяются недиагональные мат�
ричные элементы, в частности, в блоках с 0≠zS
появляются ненулевые элементы 0'' ≠T

jiρ , но
при этом остаются неизменными соответствую�
щие им нулевые диагональные элементы

0'' =T
iiρ  и 0'' =T

jjρ . Поэтому среди главных ми�
норов матрицы BTρ  обязательно найдутся от�
рицательные
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2

<−=−= T
ji

T
ji

T
ij

T
ii

T
iiM ρρρρρ ,     (13)

что доказывает нарушение критерия неотрица�
тельности матрицы BTρ . Следовательно, сре�
ди собственных чисел матрицы BTρ  найдется
хотя бы одно отрицательное собственное число
λ < 0 и, согласно критерию Переса�Городецко�
го, исходная спиновая матрица плотности (4)
описывает запутанные спиновые состояния.
В виду произвольности разбиения системы на
подсистемы A и B любые подсистемы окажутся
запутанными.

Заключение
Доказано, что принцип неразличимости

частиц и принцип Паули однозначно опреде�
ляют спиновые состояния фермионов, их спи�
новые корреляции и запутанность их спиновых
состояний. Состояния спиновой подсистемы
фермионов описываются спиновой матрицей
плотности, которая представима в виде суммы
неортогональных проекторов на всевозможные
многоспиновые синглетные состояния.

На примере четырехфермионной системы
показано, что в многочастичных запутанных си�
стемах могут быть незапутанные подсистемы:
4�х спиновая система максимально запутана, 3�
х спиновая подсистема частично запутана, двух�
фермионная спиновая подсистема не запутана
и не может быть в чистом синглетном состоя�
нии. Доказано, что матрица плотности ρ опи�
сывает запутанные состояния, если для частич�
но транспонированной матрицы ρT нарушает�
ся условие неотрицательности и оказывается,
что для некоторых элементов T

jj
T
ii

T
ji

T
ij ρρρρ > , то

есть нарушается критерий Сильвестра (требо�
вание неотрицательности главных миноров
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матрицы BTρ ). Увеличение числа частиц в мно�
гофермионной системе приводит к уменьшению
корреляции между спинами любой пары фер�
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QUANTUM ENTANGLEMENT OF SPIN STATES OF INDISTINGUISHABLE FERMIONS
Spin density matrices of the system, containing arbitrary even number N of indistinguishable fermions with

spin S = 1/2, described by antisymmetric wave function, have been calculated. The indistinguishability and the
Pauli principles are proved to determine uniquely spin states, spin correlations and entanglement of fermion spin
states. Increase of the particle number in the multifermion system reduces the spin correlation in any pair of
fermions. The fully entangled system of N electrons are shown to be composed by pairs with nonentangled spin
states that is the incoherent superposition of the singlet and triplet states.

Keywords: quantum entanglement, density matrix, Pauli’s principle, quantum correlations

мионов и эти корреляции полностью отсутству�
ют при бесконечном числе частиц.
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