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Анализ динамики многих механических
систем осложняется наличием смазочных сло�
ев, разделяющих движущиеся относительно
друг друга поверхности упругих элементов кон�
струкций и обеспечивающих передачу механи�
ческого движения при минимальных потерях на
трение. Это в первую очередь относится к осям
и валам (прямолинейным, коленчатым) таких
машин массового применения как двигатели
внутреннего сгорания, поршневые компрессо�
ры, насосы, турбоагрегаты. Учет действия сма�
зочных слоев переводит проблему расчета та�
ких объектов в класс нелинейных задач дина�
мики упругих конструкций.

Кроме того, сама возможность существова�
ния смазочного слоя достаточной толщины при
силовом взаимодействии упругих элементов
конструкций обеспечивается соответствующим
выбором формы поверхностей трения, положе�
ния и конфигурации источников для маслообес�
печения, вязкостно�температурных и неньюто�
новских свойств современных смазочных мате�
риалов, обусловленных их структурной неодно�
родностью из�за наличия противоизносных и
энергосберегающих присадок и другими фак�
торами.

Исходя из этого, нелинейная задача дина�
мики упругих конструкций должна быть допол�
нена гидродинамической, с учетом реологии со�
временных смазочных материалов, и тепловой
задачами смазки для каждого из сопряжений
жидкостного трения. Такая постановка позво�
ляет, при условии использования  адекватных
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методов моделирования, получать с приемле�
мой для инженерных приложений точностью
результаты для отдельных (автономных) три�
босопряжений.

Однако достаточно много трибосопряже�
ний, например, подшипники поршневых и ро�
торных машин, являются неавтономными и со�
ставляют единую трибосистему, характеризуе�
мую устойчивыми связями трибологического
характера. В такой трибосистеме совокупность
трибосопряжений и рабочих сред находятся в
механическом, гидравлическом,  тепловом и
других видах взаимодействия и характеризуют�
ся существенными обратными связями. Гидро�
динамические подшипники скольжения валов
в поршневых и роторных машинах составляют
именно такие трибосистемы, для которых наи�
более характерны упругие связи. Причем свя�
занными оказываются не только шипы трибо�
сопряжений (подвижные элементы – цапфы
валов), но и подшипники (неподвижные элемен�
ты), установленные в корпус турбокомпрессо�
ра или двигателя, жесткость которого конечна
по величине  и неравномерно распределена.

Таким образом, задача динамики и смазы�
вания системы «вал – подшипники  жидкостно�
го трения» представляется связанной задачей
теорий упругости, колебаний, термогидродина�
мической теории тонкого смазочного слоя, рео�
логии жидких смазочных сред. Термин «связан�
ный» предполагает два контекста использова�
ния: первый – как связанность процессов, про�
исходящих в сопряжении жидкостного трения;
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второй – как связанность сопряжений между
собой.

Известные в настоящее время подходы к
моделированию связанных процессов течения
жидкости в тонких смазочных слоях и нелиней�
ной динамики системы «упругий вал, вращаю�
щийся в подшипниках гидродинамического тре�
ния» сводятся к решению отдельных частных
задач.

Первый подход заключается в решении за�
дач динамики упругого вала на упругих опорах
без промежуточного смазочного слоя. Такая по�
становка используется при оценке динамичес�
кой нагруженности и прочности вала и элемен�
тов корпуса [1]–[5]. В ее рамках в настоящее
время возможно достаточно точное трехмерное
моделирование процессов, происходящих в уп�
ругих элементах конструкций. Однако, очевид�
но что нелинейные демпфирующие свойства
подшипников влияют на динамическое поведе�
ние и прочность конструкции вала и корпуса.

Второй подход состоит в оценке работос�
пособности гидродинамических трибосопряже�
ний как автономных подшипников. При таком
подходе исключается взаимное влияние опор, а
его целью является детальное исследование
протекающих в смазочном слое процессов и раз�
работка методов расчета подшипников различ�
ных конструкций [7], [8], [9]. Для тяжелонагру�
женных трибосопряжений кривошипно�шатун�
ного механизма ДВС такой подход является
наиболее распространенным [10], хотя в его
рамках невозможно оценить влияние многих
существенных для оценки общей надежности
ДВС конструктивных и технологических фак�
торов: различной податливости опор картера,
несоосностей их расположения относительно
шеек коленчатого вала и др.

Третий подход характеризуется учетом уп�
ругих взаимосвязей между трибоопряжениями,
однако при этом используются существенные
допущения. Приближенные методы расчета
траекторий движения коренных шеек коленча�
того вала в подшипниках представлены в рабо�
тах Мааса, Никитина А.М., Захарова С.М. и др.
[11], [12], для расчета траектории используется
идея Холланда, в рамках которой принципи�
ально невозможно учитывать особенности кон�
струкции трибосопряжения, тем более коррек�
тно моделировать неньютоновские свойства
современных смазочных материалов. В работах

Ветрова М.К. [6], Прокопьева В.Н. разработа�
ны аппроксимирующие выражения на основе
обобщенного уравнения Рейнольдса для конеч�
ной опоры и использован метод подвижностей.
Использование современных средств вычисли�
тельной техники позволяют в рамках концеп�
ции решения связанной задачи динамики и смаз�
ки, предложенной в этих работах, использовать
более точные модели и методы расчета гидро�
динамических процессов. Там же показано, что
учет нелинейных демпфирующих свойств под�
шипников существенно влияет не только на ди�
намическое поведение и прочность конструкции
вала и корпуса, но и значительно изменяет гид�
ромеханические характеристики подшипников.
Однако данный метод не учитывает перекос
осей вала и подшипников, а также разницу в
величинах податливостей различных опор
вала.

В работах Захарова С.М. [11], [13] рассмат�
ривается наиболее полная модель системы «ко�
ленчатый вал – подшипники – блок цилинд�
ров», с учетом девиаций шеек и изгибной жест�
кости опор, хотя авторы для получения резуль�
татов вынуждены были использовать метод
Холланда, недостатки которого приведены
выше.

Несмотря на наличие большого количества
исследований динамики и смазки систем «уп�
ругий вал, вращающийся в подшипниках гид�
родинамического трения», их несомненную зна�
чимость, в настоящее время отсутствуют общие
подходы к решению таких задач с учетом пере�
косов осей подвижных и неподвижных элемен�
тов трибосопряжений, упругих свойств опор
одновременно с учетом особенностей реологи�
ческого поведения смазочных материалов, ки�
нематического нагружения.

Обоснование системы уравнений
для моделирования связанных процессов
Математическая модель динамики связан�

ной системы «упругий многоопорный вал, вра�
щающийся в однослойных подшипниках гид�
родинамического трения», основана на механи�
ческой модели, представленной на рисунке 1.
Упругие взаимосвязи шипов коренных подшип�
ников реализуются при помощи конструкции
коленчатого вала, а упругие связи опор корен�
ных подшипников – посредством конструкции
картера двигателя.

Моделирование связанных процессов в системе...Хозенюк Н.А.
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Методика идентификации упругих свойств
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коренных шеек коленчатого вала и картера дви�
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толщин смазочных слоев, которые изменяются
во времени τ , при этом центры шипов движут�
ся по некоторым траекториям под действием
системы сил ./-  $

% , где i – номер колена вала,
s=1,..,7 – номер силы (см. рисунок 1). Индекс s
соответствует номеру внешней нагрузки, дей�
ствующей на коленчатый вал со стороны шату�
нов (s=3,5), а также инерционные нагрузки от
противовесов (s=1,7) и массовых элементов ко�
ленчатого вала s=2,4,6).
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ние центра каждой j�й коренной шейки колен�
чатого вала.

Упругая подзадача
Так как механическая модель (рисунок 1)

представляет собой статически неопределимую
стержневую пространственную раму на упру�
гом основании, то для определения сил и мо�
ментов, действующих на подшипники
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статическую неопределимость. Для полноопор�
ных валов для раскрытия статической неопре�
делимости наиболее эффективно использова�
ние уравнения пяти моментов
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Технические науки

Рисунок 1. Динамическая модель коленчатого вала (а) и подшипника (б)
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{ }(  – вектор�столбец искомых моментов,

{ })  – вектор�столбец правых частей – пе�
ремещений в каждом направлении от внешнего
силового и кинематического нагружения,
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Здесь *-�. ∆ , case∆  – несоосности шеек колен�
чатого вала и отверстий под подшипники в кар�
тере двигателя, вызванные технологическими
факторами и тепловым нагружением. Методи�
ка оценки теплового состояния картера двига�
теля представлена в работе [15], [16]. При по�
мощи величин necks∆ , case∆  моделируется ки�
нематическое нагружение коренных опор и ко�
ленчатого вала. Методика раскрытия статичес�
кой неопределимости вала на опорах не только
с линейной, но и с угловой податливостью, бо�
лее подробно рассмотрено в работе [17]. Там же
представлены выражения для определения сил
и моментов, действующих на подшипники
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Динамическая подзадача
Положение центра каждой j�й коренной

шейки коленчатого вала ( ) ( )ττ ��
'& - , ( ) ( )τβτα ��

-

определяется из системы уравнений движения
(индекс j опущен)
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--   0 – векторы линейных и угловых координат

и ускорений шипа; γ  – угол перекоса между ося�
ми шипа и подшипника; ε – угол между плоско�
стью перекоса и координатными плоскостями;

21   -  – инерционные характеристики шипа;
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'&% ((( =  – силы и моменты,
приложенные шипу, определяемые решением си�
стемы (2); )() -  – результирующие векторы сил
и моментов, полученные непосредственным ин�
тегрированием полей гидродинамических давле�
ний в смазочном слое без использования каких
либо упрощающих допущений о характере упру�

го�диссипативных свойств опор с жидкостной
смазкой; 3(  – гироскопический момент.

По аналогии с автономными тяжелонагру�
женными подшипниками силами инерции ши�
пов можно пренебречь в виду их малости по
сравнению с действующими силами.

В отличие от системы уравнений движения
для автономного подшипника, в системе (3) век�
торы внешних нагрузок %(%   -  зависят не толь�
ко от времени, но также и от характеристик дем�
пфирования всех опор, а, следовательно, от ко�
ординат и скоростей центров всех коренных
шеек коленчатого вала (1).

Учитывая особенности рассматриваемой
конструкции и малость величины инерционных
членов, система (3) относится к классу жестких
систем дифференциальных уравнений. Для ее
решения использованы неявная численная схе�
ма и метод функций дифференцирования на�
зад, хорошо зарекомендовавшие себя при реше�
нии системы уравнений движения для автоном�
ного подшипника.

Гидродинамическая подзадача
Для определения гидродинамических реак�

ций смазочного слоя каждого подшипника не�
обходимо знать поля гидродинамических дав�
лений ( )τϕ -- 45  в тонком смазочном слое. Функ�
ция ( )τϕ -- 45  определяется решением диффе�
ренциального уравнения Рейнольдса для не�
ньютоновской жидкости ( )τϕ -- 45  [18]–[20]
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Здесь ρ – плотность смазки; 6555 / -:./ 


� ωµψ−=  –

функции безразмерного гидродинамического дав�
ления и толщины смазочного слоя соответствен�
но, /55   - – размерные значения гидродинамичес�
кого и атмосферного давлений, ωψ   -  – относитель�
ные значения зазора и угловой скорости движе�
ния шипа, 4  – безразмерная координата по ши�
рине подшипника, ϕ  – угловая координате под�
шипника; k – коэффициент, характеризующий
степень неньютоновского поведения смазки;

∫=
�

�

;
�

�

.
.

�7� µφ , �-�-
=. ; �  – безразмерная коор�
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дината по нормали к поверхности шипа; ;µ  – без�
размерная вязкость смазки как функция скорос�
ти сдвига, температуры и давления [21]

5�8�8. ---89
⋅++− ⋅⋅= ./..://

�
�:.�/

�
; ��./

βµ  (5)

Здесь ��
� ././ �:�:9 4! ∂∂+∂∂=  – второй инва�

риант скоростей сдвига; Te –температура сма�
зочного слоя Te; C1, C2, C3 – константы смазки,
определяемые экспериментально; ./ -�β  – пьезо�
коэффициент смазочного материала, который
зависит от температуры и химического состава.

Методика определения характеристик сма�
зочного материала представлена в работе [22].
Соотношение (5) позволяет учитывать струк�
турную неоднородностью смазочного матери�
ала, вызванную наличием противоизносных и
энергосберегающих присадок.

Размерная функция толщины смазочного
слоя с учетом перекоса осей шипа и подшипни�
ка записана в виде

../784/./.-/.--/ �� τδϕτϕτϕ +−−= ∗
-+6+6

 ../784/
./�

� τεϕτ −⋅+
;

<
+                       (6)

Здесь ( ) ( )τδτ   --  – эксцентриситет и угол по�
ложения линии центров в срединном сечении
опоры; ./τ<  – расстояние между геометрически�
ми центрами шипа и подшипника на торцах опо�
ры; B – ширина подшипника; [ ]�<�� ;;+ −∈ ;

.-/ �+6 ϕ∗  – зазор в опоре при совпадении осей
шипа и подшипника, учитывающий геометрию
поверхностей трения (некруглость, конусность
и другие отклонения формы поверхностей тре�
ния от идеальных кругло�цилиндрических)
и пространственную геометрию смазочного слоя.

Уравнение Рейнольдса интегрируется
с учетом граничных условий Свифта�Штибе�
ра, а также наличия источников смазки на по�
верхностях трения.

Решение обобщенного уравнения Рей�
нольдса выполняется численно с использова�
нием оригинальной версии многосеточного
метода определения давлений в тонких сма�
зочных слоях неньютоновской жидкости
с произвольной геометрией. Метод позволя�
ет учитывать конструктивные особенности
трибосопряжений, способы подачи смазки,
вязкостно�температурные и простейшие не�
ньютоновские свойства смазочного материа�
ла в широком диапазоне скоростных и нагру�
зочных параметров.

Тепловая подзадача
Теплопряженность каждого коренного под�

шипника оценивается решением уравнения теп�
лового баланса за цикл работы двигателя �τ
[24]. Среднеинтегральное значение температу�
ры определяется как

1- �=>�� ρ;;

 += .                        (7)

Здесь ( )∫=
�

7>>
�

τ
ττ

τ



; � , ( )∫=
�

7==
�

τ
ττ

τ



; �  – сред�

ние за цикл значения потерь мощности на тре�
ние в слое смазки и расход смазки через торцы
опоры; ( ) ( )ττ => -  – мгновенные значения потерь
на трение и расхода смазки соответственно; для
их расчета используется диссипативная функ�
ция [22]; ρ  и 1�  – плотность и теплоемкость
смазки соответственно.

Уравнение теплового баланса j�го подшип�
ника решается итерационным методом, причем
на каждой итерации при постоянной темпера�
туре определяется вся траектория центра j�го
шипа и многократно решается уравнение (4)
с учетом изменения вязкости от температуры,
вычисляемого по соотношению (5). Некоторое
ускорение расчетов может быть достигнуто, если
уравнение теплового баланса решать на каждом
шаге определения траектории движения центра
шипа. Тогда под cτ  понимается длительность
шага расчета траектории центра шипа. По окон�
чанию цикла нагружения для проверки сходи�
мости решения по температуре выполняется рас�
чет цикла нагружения при постоянной темпера�
туре. Если изменение среднеинтегрального зна�
чения температуры за цикл не превышает 1%, то
сходимость считается достигнутой.

Таким образом, решение задачи модели�
рования связанных процессов течения жид�
кости в тонких смазочных слоях и нелиней�
ной динамики системы «упругий вал, враща�
ющийся в подшипниках гидродинамического
трения» основывается на совместном реше�
нии упругой (2), динамической (3), термогид�
родинамической подзадач (4)–(7). В рамках
представленной математической модели воз�
можно одновременно учитывать: а) нелиней�
ные демпфирующие свойства смазочных сло�
ев, обусловленные особенностями реологичес�
ких свойств современных смазочных матери�
алов; б) характеристики упругих связей ши�
пов и подшипников; в) перекосы осей опор�
ных и подвижных элементов трибосопряже�
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ний, вызванных внешними воздействиями
различной природы.

Вычислительные алгоритмы и программный
комплекс для численного моделирования связан�
ных процессов в системе «упругий многоопорный
вал, вращающийся в подшипниках гидродинами�
ческого трения» основаны на итерационной схе�
ме решения системы уравнений (2)–(4), (7). Ите�
рационный процесс организован по нагрузкам,
действующим на коренные опоры. Расчет начи�
нается в предположении, что ( ) ( )-

-
-
- == ττ λλ �

�#
�
!# ""

( ) ( ) 

-
-

-
- === ττ ϕϕ �

�#
�
!# "" , *� -�= . Последовательным

решением систем уравнений (3), (4), (7) для каж�
дого подшипника определяются траектории дви�
жения центров шипов. Затем по соотношению (1)
вычисляются величины ( ) ( ) ( )τττ ϕλλ �

!#
�
�#

�
!# """

-
-

-
-

-
- ---

( )τϕ �
�#"
-
- , раскрывается статическая неопреде�

лимость (уравнение (2)) и определяются но�
вые значения нагрузок, действующих на все
опоры коленчатого вала в каждый момент
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цикла нагружения. Если относительная ин�
тегральная ошибка между вычисленными
«новыми» и «старыми» значениями нагрузок
отличаются менее чем на 5%, то итерацион�
ный процесс прекращается. В противном слу�
чае динамическая, гидродинамическая и теп�
ловая подзадачи решаются заново. Практика
показывает, что количество итераций, обыч�
но, не превышает 7–10 шт.

Область применения предложенной мето�
дики – моделирование тяжелонагруженных ко�
ренных подшипников коленчатых валов, оцен�
ка допусков на расположение отверстий, выпол�
ненных в картере двигателя для установки под�
шипников скольжения, оценка допусков на бие�
ния коренных шеек коленчатых валов в двига�
телях внутреннего сгорания. Ее использование
позволит комплексно подойти к оценке надеж�
ности коренных подшипников, коленчатого
вала и картера двигателя.
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UDC 62/144.3; 621.822.173
Khozeniuk N.A.
MODELING OF INTERCONNECTION PROCESS IN THE SYSTEM «ELASTIC CRANKSHAFT ROTATING ON

THE HYDRODYNAMIC FRICTION BEARINGS»
In this paper the mathematical model and numerical methods for modeling of the main bearing system of

internal combustion engines are suggested. Novelty of approach offered in work consists in 1) modeling of
simultaneous influence of nonlinear damping properties of lubricant layers depending from rheological proper�
ties of the modern lubricant layers, 2) elastic links of the journals and the supports, 3) skewness of the axis of
movable and unmovable parts of bearings. These skewness are caused by external forces of the various nature
(dynamic forces or/and displasements, thermal factors).

Key words: main bearing, interconnected process, dynamic model, lubricant, non� Newtonian properties,
elastic compliance coefficient, crankshaft, crankcase, internal combustion engine.


