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В последнее время изучение конформно�ин�
вариантных свойств римановых многообразий
наделенных дополнительной структурой при�
влекает значительное внимание исследовате�
лей. В частности, локально конформно почти
косимплектическим многообразиям посвящены
работы [1]–[5].

Особый интерес представляет специаль�
ный тип конформных преобразований – кон�
гармонические преобразования, т. е. конформ�
ные преобразования, сохраняющие свойство
гармоничности гладких функций. Этот тип пре�
образований был введен в рассмотрение Иши
[6] в 1957 году и в настоящее время изучается с
различных точек зрения. Тензорным инвари�
антом таких преобразований является тензор
конгармонической кривизны.

Цель работы
Определить конгармонические инвари�

анты – элементы спектра тензора конгармо�
нической кривизны нормальных lcACs�много�
образий, а также дополнительные свойства
симметрии тензора конгармонической кри�
визны. В частности выделить аналоги клас�
сов Грея.

Тензор конгармонической кривизны. По�
чти контактной метрической (короче, AC�)
структурой [1], [2], [7] на многообразии M на�
зывается совокупность ),,,( gΦξη   тензорных
полей на этом многообразии, где η  – диффе�
ренциальная 1�форма, называемая контактной
формой структуры; ξ  – векторное поле, назы�
ваемое характеристическим; Ф – поле тензора
типа (1;1), называемое структурным эндомор�
физмом модуля ( )M� , ⋅⋅= ,g – риманова мет�
рика. При этом
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1) 1)( =ξη ;  2) 0=Φ�η ; 3) ( ) 0=Φ ξ ;

4) ξη ⊗+−=Φ id2 ;

5) )()(,, YXYXYX ηη−=ΦΦ , ( )MYX �∈, .

Многообразие, на котором фиксирована
почти контактная метрическая структура, назы�
вается почти контактным метрическим (AC�)
многообразием.

Конформным преобразованием AC�струк�
туры ),,,( gS Φ= ξη  на многообразии M называ�
ется переход от S к AC�структуре )~,

~
,

~
,~(

~
gS Φ= ξη ,

при этом ηη σ−= e~ ,  ξξ σe=~ , Φ=Φ~ , geg σ2~ −=
где σ  – определяющая функция соответствую�
щего конформного преобразования [1], [7]. Если
σ =const, конформное преобразование называ�
ется тривиальным, или гомотетией.

AC�структура S на многообразии M назы�
вается локально конформно почти косимплек�
тической, короче lcACS�структурой, если суже�
ние этой структуры на некоторую окрестность
U произвольной точки Mp∈  допускает кон�
формное преобразование в почти косимплекти�
ческую структуру [2], [8]. Назовем это преобра�
зование локально конформным. Многообразие,
на котором фиксирована lcACS �структура, на�
зывается lcACS�многообразием. Заметим, что
при σ  = const получаем ACS�многообразие.

Одним из подклассов конформных преоб�
разований являются конгармонические преоб�
разования, данные преобразования сохраняют
гармоничность функций.

Тензор [9], [10] инвариантный относитель�
но конгармонических преобразований имеет вид:

( ) ( )−= WZYXRWZYXK ,,,,,,

( ) ( ) ( ) ( )( WYSZXgZYSWXg
n

,,,,
12

1 +−
−

−

( ) ( ) ( ) ( ))ZXSWYgWXSZYg ,,,, ++ ,
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где R – тензор римановой кривизны, S – тензор
Риччи, g – риманова метрика, ( )MWZYX �∈,,, .

Можно показать [9], что тензор конгармо�
нической кривизны удовлетворяет свойствам
симметрии:

( ) ( ),,,,,,, WZXYKWZYXK −=

( ) ( ),,,,,,, ZWYXKWZYXK −=

( ) ( ) ( ) 0,,,,,,,,, =++ WYXZKWXZYKWZYXK ,

( ) ( ) ( )MZYXYXWZKWZYXK �∈= ,,   ,,,,,,, .
Напомним [8], что для нормальных lcACs�

многообразий ненулевые компоненты тензора
римановой кривизны имеют вид:

2
0σδδ d

b
a
c

ad
bcdbca AR −=�� ,

2
0σδ ab

cdcdbaR −=�� ,

( )00
2
000 σσδ +−= a

bbaR� ,                     (1)

где b
c

a
d

b
d

�
�

ab
cd δδδδδ −= .

Ненулевые компоненты тензора Риччи за�
даются следующими соотношениями [8]:

( )2
00000 2 σσ +−= nS ,

00
2
02 σδσδ a

b
a
b

ac
bcba nAS −−=� .               (2)

На пространстве присоединенной G�
структуры компоненты метрического тензора
имеют вид:

( )





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

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
=

00

00

001

n
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где In – единичная матрица порядка n. Здесь
и далее индексы i, j, k пробегают значения от 0 до
2n, индексы a, b, c, d – значения от 1 до n,  naa +=� .

Из структуры матрицы метрического тен�
зора вытекает правило поднятия и опускания
индексов: ...... a

a tt �= ; a
a tt

�

...... = .
Таким образом, компоненты тензора кон�

гармонической кривизны на пространстве при�
соединенной G�структуры можно вычислить
следующим образом

( )iljkjkilikjljlikijklijkl SgSgSgSg
n

RK −−+
−

−=
12

1
 (4)

Для нормальных lcACs�многообразий
в силу соотношений (1)–(4) имеем:
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Почти контактное метрическое многообра�
зие будем называть конгармонически плоским,
если тензор конгармонической кривизны тако�
го многообразия тождественно равен нулю.

Выясним условия, при которых компоненты
(5) тензора конгармонической кривизны нор�
мального lcACs�многообразия обращаются в нуль.

1. 0=cdbaK ��  равносильно
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Свернем последнее соотношение по a и c.
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Теперь свернем последнее соотношение по

b и d.

( ) ( ) 02
2

1
12 00

2
0 =−−−





+





 +− nAAnn be

be
ae
��

b
b

b
b δσσδ ,

( ) ( ) 012
2

1
12 00

2
0 =−−





+





 +− nAnnn be

beσσ ,







+





 += 00

2
02

1 σσnnAbe
be .                     (8)

С учетом (8) из (7) получим
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Естественные науки

2. 0=dbcaK ��  означает, что
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Свернем это соотношение по a и c.
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Еще раз свернем последнее соотношение,
теперь по b и d.
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Подставив (12) в (11), будем иметь
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С учетом (12) и (12) из (10) получим
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3. 000 =baK �  равносильно
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При одновременном выполнении (9) и (15)
получим
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Свернем это соотношение по a и b.
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С учетом этого из (14) следует, что 0=ad
bcA .

Таким образом, доказано утверждение.
Теорема 1. Нормальное lcACs�многообра�

зие является конгармонически плоским много�
образием тогда и только тогда, когда на про�

странстве присоединенной G�структуры 0=ad
bcA

и 2
000 2

1 σσ 




 +−= n .

Напомним, что нормальное lcACs�многооб�
разие является многообразием постоянной кри�
визны k тогда и только тогда, когда на про�
странстве присоединенной G�структуры 0=ad

bcA

и 000 =σ , при этом 2
0σ−=k  [8].

С учетом последнего утверждения справед�
лива

Теорема 2. Конгармонически плоское нор�
мальное lcACs�многообразие постоянной кри�
визны является плоским косимплектическим
многообразием.

Классы почти контактных многообразий
на основе симметрии тензора конгармоничес�
кой кривизны. В работе [10] выделяются клас�
сы почти эрмитовых структур на основе
свойств симметрии тензора конгармонической
кривизны. Возможно рассмотреть их контакт�
ные аналоги.

Почти контактное метрическое многообра�
зие будем называть многообразием класса CKi

(i = 1, 2, 3), если для компонент его тензора кон�
гармонической кривизны верно соответствую�
щее тождество:

1) ( )( ) ( )( )����Y�X�Kg��������Kg ,,,, 22= ,

2) ( )( ) ( )( )+= ����Y�X�Kg��������Kg ,,,, 22

( )( ) ( )( )W�����X�Kg��Z���X�Kg 2222 ,,,, ++ ,

3) ( )( ) ( )( )W�Z�Y�X�Kg��������Kg 2222 ,,,, =
             (18)

для любых ( )MWZYX �∈,,, .
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Напомним [1], [7], что в ∞� (M)�модуле ( )M�

гладких векторных полей на AC�многообразии
внутренним образом определены два взаимно до�
полнительных проектора 2Φ−=⊗−= ξηidl
и 2Φ+=⊗= idm ξη  на распределения

ηkerIm =Φ=�  и )(ker ξL=Φ=�  размерностей 2n
и 1, соответственно, причем ��⊗=)(M� .
L называется первым, а M – вторым фундамен�
тальным распределением. Пара { }

�� g,Φ  опре�
деляет эрмитову структуру на распределении L,
рассматриваемом как С�модуль.

Известно, что для почти эрмитовых струк�
тур справедлива

Теорема 3 [1]. Каждый тензор типа (r,1) на
почти эрмитовом многообразии М, рассматри�
ваемый как r�линейное отображение

(M)(M)... (M):T
��
r 

��� →××
�� ��� �� ,

естественно представляется в виде суммы 2r тен�
зоров того же типа, ( )M∞⊗CC �линейных либо

( )M∞⊗CC �антилинейных по каждому аргументу.
Набор тензоров типа (r,1) линейных либо

антилинейных по своим аргументам и в сумме
составляющий тензор Т, называется спектром
тензора Т, а сами эти тензоры называются эле�
ментами спектра. Таким образом, модуль тен�
зоров типа (r,1) можно представить в виде пря�
мой суммы соответствующих подмодулей

( ) ( )MM
r

k
r

(k)

1
r

12

0

1 ℑ⊕=ℑ
−

=                        (19)

Элементы спектра тензора характеризуют�
ся десятичным числом, у которого единицы дво�
ичной записи соответствуют номерам антили�
нейных аргументов.

Тензор конгармонической кривизны мож�
но рассматривать как тензор типа (3,1). Зна�
чит, он представим в виде суммы 23 элементов
спектра. Например, запись (5)

K  характеризует
запись элемента спектра тензора антилинейно�
го по второму и четвертому аргументам, т.к.

0123 212021205 ⋅+⋅+⋅+⋅= .
Напомним, что  имеет место
Предложение 1 [1]. Пусть Т – тензор типа

(r,1) на почти эрмитовом многообразии, тогда

тензор (k)
T , 12,...,1 −= rk , в качестве ненулевых ком�

понент может иметь только компоненты вида:









rr

a

k

a

k
TT αααα ��

�

...
)(

...
)(

11 , ,

где ii a=α  или ii a
�=α , в зависимости от того сто�

ит ли на j�м месте в двоичном представлении
числа k нуль либо единица, соответственно,

rj ,...,1= , aa =
�� . При этом

rrrr

aa

k

aa

k
TTTT αααααααα ��

�

��

�

......
)(

......
)(

1111 , == .

Можно доказать справедливость следую�
щих утверждений.

Предложение 2. Почти контактное метри�
ческое многообразие является многообразием
класса CK3 тогда и только тогда, когда 0=bcdaK � .

Предложение 3. Почти контактное метри�
ческое многообразие является многообразием
класса CK2 тогда и только тогда, когда

0== abcdbcda KK � .
Предложение 4. Почти контактное метри�

ческое многообразие является многообразием
класса CK1 тогда и только тогда, когда

0=== cdbabcdabcda KKK ���� .
Докажем справедливость предложения 4.

Предложения 2�3 доказываются аналогично.
Доказательство. Пусть М – АС�многообра�

зие класса CK1. Поскольку  L=ImФ, рассматри�
вая векторные поля �∈WZYX ,,,  в силу (183) бу�
дем иметь

( )( ) ( )( )WZ����KgWZYXKg ,,,, = ,
что равносильно

( ) ( ) 0,, =− Z����KZYXK .               (20)
По определению спектра тензора
( ) ( ) ( ) ( ) +++= ZYXKZYXKZYXKZYXK ,,,,

)2()1()0(

( ) ( ) +++ ZYXKZYXK ,,
)4()3(

( ) ( ) ( )ZYXKZYXKZYXK ,,,
)7()6()5(

+++ .           (21)

В силу определения элементов спектра тен�
зора получим

( ) ( ) +ΦΦ=ΦΦ ZYXKZYXK ,,
)0(

( ) ( ) +ΦΦ+ΦΦ+ ZYXKZYXK ,,
)2()1(

( ) ( ) ( ) +ΦΦ+ΦΦ+ΦΦ+ ZYXKZYXKZYXK ,,,
)5()4()3(

( ) ( ) =ΦΦ+ΦΦ+ ZYXKZYXK ,,
)7()6(

( ) ( ) ( ) ++−− ZYXKZYXKZYXK ,,,
)2()1()0(

( ) ( ) +++ ZYXKZYXK ,,
)4()3(

( ) ( ) ( )ZYXKZYXKZYXK ,,,
)7()6()5(

−− .            (22)

Подставляя (21) и (22) в (20), с учетом (19)
будем иметь

Тензор конгармонической кривизны...Харитонова С.В.
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( ) ( ) ( ) ( ) 0,,,,
)7()6()1()0(

==== ZYXKZYXKZYXKZYXK .

(23)
Принимая во внимание предложение 1 и то,

что
( )( ) ijklijlk KKg =εεεε ,, ,

Получим соотношения, равносильные (23),
0=== cdbabcdabcda KKK ���� .

Таким образом, в одну сторону предложе�
ние 4 доказано. Обратное очевидно.

Из предложений 2�4, следует
Предложение 5. Для почти контактных мет�

рических многообразий справедливы включе�
ния: 321 CKCKCK ⊂⊂ .

Из предложений 2�4 и соотношений (5) сле�
дует справедливость утверждений.

Теорема 4. Нормальное lcACs�многообра�
зие является многообразием классов CK2 и CK3.
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Теорема 5. Нормальное lcACs�многообра�
зие является многообразием класса CK1 тогда и
только тогда, когда на пространстве присоеди�

ненной G�структуры 





+





 += 00

2
02

1 σσδ nA b
�

be
�� .

Итак, в данной работе вычислены компо�
ненты спектра тензора конгармонической кри�
визны нормальных lcACs�многообразий, полу�
чены необходимые и достаточные условия об�
ращения этих компонент в нуль. Выделены клас�
сы CK1�CK3 почти контактных многообразий
по дополнительным свойствам симметрии тен�
зора конгармонической кривизны. Показано,
что нормальное lcACs�многообразие всегда яв�
ляется многообразием классов CK2 и CK3. а CK1�
многообразием является тогда и только тогда,
когда на пространстве присоединенной
G�структуры выполняется (9).
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