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На Международной алгебраической кон�
ференции, посвященной 100�летию со дня рож�
дения А.Г. Куроша (Москва, МГУ им. М.В.  Ло�
моносова, 2008), Борис Исаакович Плоткин по�
ставил вопрос о гомологическом описании ра�
дикала Джекобсона для алгебр Ли.

Эта работа направлена на выяснение не�
которых аспектов гомологического описания
радикала Джекобсона и локально нильпотент�
ного радикала.

1. О почти локально разрешимых алгебрах
Ли с нулевым радикалом Джекобсона
Следующее определение радикала Джекоб�

сона было дано Е. Маршаллом: назовем радика�
лом Джекобсона ����  алгебры Ли L пересечение
максимальных идеалов и саму алгебру L, если
их нет [2] (у Е. Маршалла было только пересе�
чение максимальных идеалов, прибавка «сама
алгебра L, если их нет» добавлена Ф. Кубо для
бесконечномерных алгебр Ли [3]).

Назовем нильпотентным радикалом N(L)
для конечномерной алгебры Ли L пересечение
ядер ее неприводимых конечномерных пред�
ставлений [3].

Отметим, что для конечномерной алгебры Ли
над полем характеристики нуль нильпотентный
радикал совпадает с радикалом Джекобсона [2].

Е. Маршалл доказал следующую теорему.
Теорема 1. Если конечномерная алгебра Ли

L над полем характеристики нуль имеет разло�
жение Леви в прямую сумму ����� σ⊕= , тог�
да радикал Джекобсона алгебры Ли L равен

����������� σ= , где S – полупростая алгебра,
а ���σ  – разрешимый радикал L.
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В формулировке следующей теоремы важ�
ную роль играет понятие подидеала. Назовем
подидеалом идеал идеала алгебры Ли.

Теорема 2 ([4]). Если алгебра Ли L порож�
дена конечномерными локальными подидеала�
ми L, тогда радикал Джекобсона алгебры Ли L
равен ����������� σ= , где ���σ  – максималь�
ный локально разрешимый идеал L.

Свойства радикала Джекобсона для беско�
нечномерных алгебр Ли исследовал также
Ф. Кубо [1].

Он показал, что результаты Е. Маршалла
и Н. Камийя в общем случае неверны для беско�
нечномерных алгебр Ли даже в случае локаль�
но�конечных алгебр.

Им были также изучены бесконечномер�
ные алгебры Ли с нулевым радикалом Дже�
кобсона.

Теорема 3 ([1]). Пусть L – локально�ко�
нечная алгебра Ли. Справедливо: ����� =  тог�
да и только тогда, когда алгебра Ли L имеет
разложение Леви ������ ⊕= , где ����  –
центр алгебры L, S – подалгебра L такая, что

����� = .
В 1963 г. В.Н. Латышев ввел новый класс

алгебр Ли [5], которые он назвал специальны�
ми по аналогии с йордановыми алгебрами.

Скажем, что алгебра Ли L специальная или
SPI�алгебра Ли, если существует ассоциатив�
ная PI�алгебра A такая, что L вложена в �� −

как алгебра Ли, где �� −  – алгебра Ли, задан�
ная на A с помощью операции коммутирования

��������� −= .
Назовем присоединенной ассоциативной ал�

геброй ��  ассоциативную алгебру, порожден�



122 ВЕСТНИК ОГУ №1 (150)/январь`2013

ную в алгебре ����  линейными преобразова�
ниями �������� ∈ , где ���������������� ∈= .

Следующее определение, обобщающее оп�
ределение В.Н. Латышева, было дано С.А. Пих�
тильковым [6].

Алгебра Ли L называется обобщенно спе�
циальной, если ее присоединенная алгебра

��  является PI�алгеброй.
Свойство быть обобщенно специальной

алгеброй сохраняется при гомоморфизмах в от�
личие от специальности [6], [7].

Назовем алгебру Ли L почти разрешимой
(почти локально разрешимой), если в ней суще�
ствует разрешимый (локально разрешимый) иде�
ал R такой, что алгебра ���  – конечномерна.

Пусть R – идеал алгебры Ли L, G – подал�
гебра. Скажем, что L представима в виде полу�
прямого произведения ��� λ= , если:

1. ��� += ;

2. ��� =∩ .
Пусть R – разрешимый (почти разрешимый)

радикал алгебры Ли L, если он существует.
Назовем полупростую конечномерную по�

далгебру G алгебры Ли L подалгеброй Леви,
если L представима в виде полупрямого произ�
ведения ��� λ= .

Теорема 4 (Леви [8]). Пусть L – конечно�
мерная алгебра Ли над полем характеристики
нуль с радикалом R. Тогда в L существует полу�

простая подалгебра G такая, что ��� λ= .
Заметим, что подалгебра�  является по�

далгеброй Леви.
Ю.А. Бахтурин доказал следующий аналог

теоремы Леви.
Теорема 5 ([9]). Пусть L – конечно порож�

денная почти разрешимая специальная алгеб�
ра Ли над полем характеристики нуль. Тогда в
L существует подалгебра Леви.

Ю.А. Терехова следующим образом обоб�
щила теорему Ю.А. Бахтурина.

Теорема 6 ([10]). Пусть L – специальная
алгебра Ли над полем характеристики нуль,
R – локально разрешимый радикал, фактор�
алгебра RL /  – конечномерна. Тогда в L суще�
ствует полупростая конечномерная подалгеб�
ра G  такая, что L представима в виде полупря�
мой суммы RGL λ= .

Обобщим теорему Е. Маршалла на случай
почти локально разрешимых алгебр Ли. Дока�
зательство теоремы основано на идеях из [2].

Теорема 7. Пусть L – почти локально разре�
шимая алгебра Ли над полем F характеристики
нуль. Если алгебра Ли L имеет разложение Леви

RSL ⊕= , где S – конечномерная подалгебра L
такая, что ����� = , а S – разрешимый радикал,
то ��������� = .

Доказательство. Сделаем сначала очевид�
ное замечание: радикал Джекобсона абелевой
алгебры Ли равен нулю.

Следовательно, 2)( LLJ ⊂ .
Пусть I – максимальный идеал алгебры L.

Фактор – алгебра IL /  не содержит собствен�
ных идеалов, является простой или абелевой.

Если алгебра IL /  – простая, то идеал I со�
держит R и представим в виде I=M+R, где M –
максимальный идеал S. Мы пользуемся тем, что
алгебра RS ∩  является разрешимой и, следо�
вательно, 0=∩ RS .

Полупростая конечномерная алгебра S над
полем характеристики нуль представима в виде
суммы идеалов, являющихся простыми алгеб�
рами Ли.

Следовательно, пересечение идеалов I та�
ких, что фактор�алгебра IL /  – простая, совпа�
дает с R и RLJ ⊂)( .

Учитывая замечание, получили
RLLJ ∩⊂ 2)( .

Если фактор�алгебра IL /  – абелева, то  I
содержит 2L  и пересечение всех таких идеалов
содержит 2L .

Пересечение всех максимальных идеалов
содержит RL ∩2 .

Получаем включение RLLJ ∩⊃ 2)( .
Следовательно, RLLJ ∩= 2)( .
Запишем один из коммутаторов алгебры L.
Пусть iii rsl += , где RrSsi ii ∈∈= ,,2,1 .
Тогда

],[],[],[],[],[ 2121212121 rrgrrgggll +++= .
Если Rll ∈],[ 21 , то 0],[ 21 =gg .
Тогда ],[],[],[],[ 21212121 rrgrrgll ++= .
Следует, что ],[2 RLRL ⊂∩ .
Включение RLRL ∩⊂ 2],[  – очевидно.
Окончательно получили ],[)( RLLJ = .
Докажем следствие, которое является ана�

логом теоремы Ф. Кубо.
Следствие 1. Пусть L – специальная почти

локально разрешимая алгебра Ли над полем F
характеристики нуль. Справедливо: 0)( =LJ
тогда и только тогда, когда алгебра Ли L имеет
разложение Леви )(LZSL ⊕= , где )(LZ  –
центр алгебры L, S – конечномерная подалгеб�
ра L такая, что 0)( =SJ .

Естественные науки
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Доказательство. Пусть L – специальная
почти локально разрешимая алгебра Ли, R – ее
локально разрешимый радикал.

Согласно теореме 6, для алгебры L имеет
место разложение Леви RSL += , где S – по�
лупростая конечномерная алгебра, а R – ло�
кально разрешимый радикал.

Из теоремы 7 получаем ],[)( RLLJ = .
Следовательно, 0)( =LJ  тогда и только

тогда, когда )(LZR = .

2. О локально нильпотентном радикале
для алгебр Ли
Локально нильпотентный радикал специ�

альных алгебр Ли является обобщением ниль�
потентного радикала конечномерных алгебр Ли
[3], [12].

Если модуль M – конечномерный, то наи�
больший идеал U алгебры L такой, что эндомор�
физм Mx , соответствующий элементу x , явля�
ется нильпотентным для всех Lx ∈ , в алгебре

MEnd , – называется наибольшим идеалом
нильпотентности представления.

Для конечномерной алгебры Ли L нильпо�
тентный радикал )(LN  характеризуется так�
же как пересечение наибольших идеалов ниль�
потентности конечномерных представлений
алгебры L [3].

Назовем PI�представлением алгебры Ли L
представление алгебры L в алгебре эндоморфиз�
мов )(−MEnd  модуля M  над алгеброй L, для
которого ассоциативная ассоциированная ал�
гебра представления )(LA , порожденная обра�
зами элементов из L, является PI�алгеброй.

Обозначим через )(LIrrPI  пересечение ан�
нуляторов всех неприводимых PI�представле�
ний алгебры Ли L и саму алгебру L, если их нет.
Назовем идеал )(LIrrPI  алгебры Ли L PI�не�
приводимо представленным радикалом.

Если алгебра Ли имеет точное PI�представ�
ление, то она является специальной. Для PI�
представлений алгебр Ли можно ввести аналог
наибольшего идеала нильпотентности.

Теорема 8 ([12]). Пусть алгебра Ли L име�
ет PI�представление в кольце эндоморфизмов
векторного пространства M. Тогда

i) все идеалы J алгебры L такие, что Mx
нильпотентно для любого Lx ∈ , содержатся в
одном из них, например U;

ii) образ U  идеала U является локально
нильпотентным в алгебре MEnd ;

iii) идеал U является множеством элемен�
тов Lx ∈  таких, что Mx  принадлежит первич�
ному радикалу P ассоциативной алгебры )(LA ,
ассоциированной с представлением алгебры L.

По аналогии с конечномерными алгебра�
ми, назовем идеал U наибольшим идеалом ло�
кальной нильпотентности представления.

Назовем локально нильпотентным радика�
лом N(L) специальной алгебры Ли L над полем
F  пересечение наибольших идеалов локальной
нильпотентности всех PI�представлений алгеб�
ры Ли L над полем F.

В работе [12] показано, что радикал N(L)
специальной алгебры Ли L является локально
нильпотентным идеалом.

В работе [13] показано включение
)()( LIrrPILN ⊂  для специальных алгебр Ли

над полем F  характеристики нуль. Этот резуль�
тат обобщает следующая теорема.

Теорема 9. Для произвольной специальной
алгебры Ли L над полем F  характеристики нуль
справедливо равенство )()( LIrrPILN = .

Скажем, что алгебра Ли – редуктивная, если
она является произведением полупростой и
коммутативной подалгебр [3].

Для доказательства теоремы нам потребу�
ется следующие леммы.

Лемма 1. Пусть ∆  – тело характеристики
нуль, удовлетворяющее полиноминальному
тождеству.

Рассмотрим алгебру матриц )(−∆= nL  как
алгебру Ли по отношению к операции комму�
тирования над простым подполем Q. Рассмот�
рим лиевский разрешимый идеал I алгебры L.

Тогда множество I лежит в центре алгебры
матриц n∆ .

Доказательство. Обозначим через Z центр
тела  ∆ . Согласно теореме Капланского, тело  ∆
является конечномерным над центром Z.

Рассмотрим представление n∆  над n∆  (про�
странство векторов�столбцов) с помощью ле�
вых умножений.

Хорошо известно, что такое представление
матричной алгебры над телом – неприводимо.

Алгебра L имеет точное конечномерное над
Z представление. Следовательно, N(L)=0.

Согласно [3], алгебра Ли L – редуктивна.
Редуктивная алгебра L является произве�

дением полупростой алгебры S и центра Z.
Полупростая конечномерная алгебра Ли S

над полем характеристики нуль раскладывает�
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ся в произведение простых подалгебр
kii ,...,1, =σ .

Подалгебры iσ  являются идеалами алгеб�
ры Ли L. Любой идеал алгебры L является сум�
мой нескольких идеалов iσ  и, возможно, Q �под�
пространства центра Z.

Множество ZI является разрешимым лиев�
ским идеалом алгебры Ли L над Z. Оно не мо�
жет содержать простых подалгебр iσ .

Следовательно, ZZI ⊂  и ZI ⊂ .
Лемма 2. Пусть алгебра Ли L над полем F

характеристики нуль имеет неприводимое PI �
представление в алгебре эндоморфизмов

)()( −MEnd  векторного пространства M над F.
Пусть I – некоторый локально разрешимый
идеал L. Тогда образ I  идеала I в алгебре

)()( −MEnd  лежит в центре алгебры L .
Доказательство. Пусть M�неприводимый
)(LA �модуль, алгебра )(LA  порождена как ас�

социативная алгебра гомоморфным образом �
алгебры Ли L.

Алгебра ���  является примитивной PI�
алгеброй.

Согласно теореме Капланского [11], она
простая, конечномерная над своим центром Z
изоморфна алгебре матриц над телом

������ � ∈∆≅ .
Пусть I  – гомоморфный образ идеала I в

алгебре ��� . В конечномерной алгебре локаль�
но разрешимый идеал является разрешимым.

Согласно лемме 1, идеал 
  лежит в центре Z
алгебры A(L).

Следовательно, идеал 
  лежит в центре ал�
гебры � .

Доказательство теоремы. Локально ниль�
потентный радикал ����  специальной алгеб�
ры Ли L является локально нильпотентным
[12]. Заметим, что локально нильпотентный
идеал является локально разрешимым.

Пусть специальная алгебра Ли L имеет не�
приводимое 	
�представление в алгебре эндо�
морфизмов )()(: −→ MEndLϕ  векторного про�
странства M над полем F.

Тогда, согласно лемме 2, ������������ ϕ⊂ϕ .
Алгебра Ли ���ϕ  порождает ассоциативную

алгебру A(L). Ее центр ������ ϕ  лежит в центро�
иде неприводимого L�модуля M.

Согласно лемме Шура [11], центроид не�
приводимого модуля является телом. Вложение
в тело можно было также вывести из теоремы
Капланского.

Следовательно, ненулевые элементы ������ϕ
не лежат в наибольшем идеале локальной ниль�
потентности модуля M. Получили ������ϕ .

Из произвольности неприводимого PI�пред�
ставления M следует включение ���
��	
���� ⊂ .

Снова рассмотрим неприводимое 	
 �пред�
ставление алгебры Ли L в алгебре эндоморфиз�
мов ���������� −→ϕ  векторного пространства
M над полем F.

Согласно пункту iii теоремы 6, наибольший
идеал U локальной нильпотентности представ�
ления является пересечением �����	� ∩ .

Первичный радикал ассоциативной алгеб�
ры A(L) является локально нильпотентным
идеалом алгебры A(L) и, следовательно, содер�
жится в радикале Джекобсона ���������	 ⊂ .

Алгебра A(L) является примитивной ассо�
циативной алгеброй, радикал Джекобсона ко�
торой равен нулю.

Следовательно, U содержится в ядре не�
приводимого PI�представления M алгебры L.

Тогда в нем же будет содержаться локально
нильпотентный радикал ����  алгебры Ли L.

Учитывая произвольность неприводимого
PI�представления получаем включение

�������
��	
 ⊂ , которое завершает доказатель�
ство теоремы.

Также как и для специальных алгебр Ли,
назовем локально нильпотентным радикалом
N(L) алгебры Ли L над полем F пересечение
наибольших идеалов локальной нильпотентно�
сти всех PI�представлений алгебры Ли L над
полем F и саму алгебру Ли, если их нет.

Приведем пример алгебры Ли, локально
нильпотентный радикал которой не является
ни локально нильпотентным, ни локально раз�
решимым.

Он основан на примере Ф. Кубо [1], но ис�
пользуется для других целей.

Пример 1. Пусть L – множество линейных
отображений конечного ранга бесконечномер�
ного векторного пространства V над полем F
в себя.

Обозначим через S множество отображений
из L со следом нуль. Рассмотрим L и S как ал�
гебры Ли по отношению к операции коммути�
рования.

Легко проверить, что ����� =  – простая ал�
гебра Ли.

Все нетривиальные идеалы L – это вектор�
ные пространства, содержащие S.

Естественные науки
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Алгебра Ли S не является специальной и,
следовательно, содержится в аннуляторах не�
приводимых PI�представлений.

Алгебра ��� =  является абелевой. Ради�
кал Джекобсона абелевой алгебры Ли равен
нулю. Следовательно, �� �� =  и �� �
��	
 = .

Установили равенства ����
��	
������ == .
Фактор�алгебра ��� =  – абелева и, сле�

довательно, специальная. Локально нильпотен�
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тный радикал � ��  алгебры H равен нулю. По�
лучили ����� = .

Алгебра S не является ни локально разре�
шимой, ни локально нильпотентной.

Следовательно, радикал Джекобсона ���� ,
���
��	
  и локально нильпотентный радикал

N(L) произвольной алгебры Ли L могут не быть
ни локально разрешимыми, ни локально ниль�
потентными.
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ON ALMOST LOCALLY SOLVABLE ALGEBRAS WITH NULL JACOBSON RADICAL AND LOCALLY NILPO7

TENT RADICAL FOR ALGEBRAS
The analog of the F. Kubo theorem [1] for almost locally solvable special Lie algebras with null Jacobson

radical is proved in the artocle. It is also shown, that for special algebras over a characteristic field zero the
irreducible PI�presented radical coincides with the locally nilpotent. There is given an example the algebra which
locally nilpotent radical is not neither locally nilpotent, nor locally solvable.

Key words: Lie algebra, special Lie algebra, irreducible PI�representation, Jacobson radical, locally nilpotent
radical, reductive Lie algebra, almost locally solvable algebra.

Кучеров А.А. О почти локально разрешимых алгебрах Ли с нулевым радикалом Джекобсона


