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1. Формулировка краевой проблемы
Рассмотрим решение первой основной

краевой задачи теории упругости в полуполосе
{ 0 1}x �≥ , | |≤ . Допустим, что на длинных сторо)
нах полуполосы 1� = ±  напряжения равны
нулю, то есть

( 1) ( 1) 0y xyx xσ τ,± = ,± = ,             (1.1)

а на торце полуполосы 0x =  заданы напряже)
ния

(0 ) ( ) (0 ) ( )x xyy y y yσ σ τ τ, = , , = .      (1.2)
Условие равенства нулю граничных напря)

жений (1.1) не принципиально, так как в случае
ненулевых граничных условий (1.1) решение
будет представлять собой суперпозицию а) ре)
шения для бесконечной полосы{ 1 }� �| |≤ , | |< ∞  и
b) решения для полуполосы с нулевыми гранич)
ными условиями (1.1) и граничными условиями

 (0 ) ( ) ( ) (0 ) ( ) ( )x xy� � � � � � � �σ σ τ τ, = − , , = −

на торце полуполосы, где ( )p y  и ( )q y  – соот)
ветственно нормальное и касательное напря)
жения в сечении 0x =  в решении для бесконеч)
ной полосы. Решение а) достаточно просто на)
ходится при помощи преобразования Фурье.
Как правило, его удобно представлять в виде
рядов по тем же системам функций Фадля)Пап)
ковича. Это легко делается при помощи теоре)
мы о вычетах. Таким образом, в любом случае
решение представляется в виде разложений по
функциям Фадля)Папковича.

Кроме того, будем считать, что функ)
ция ( )yσ  самоуравновешена на отрезке 1y| |≤ ,
то есть такая, что интеграл

1

1

( ) 0y dyσ
−

=∫                          (1.3)

Если это не так, то к рассматриваемому ре)
шению нужно будет добавить элементарное ре)
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шение, соответствующее растяжению (сжатию)
полуполосы равномерной нагрузкой равной по
величине

 
1

1

1
( )

2
y dyσ

−
∫ .

Будем считать, что функция ( )yσ  – четная,
а ( )yτ  – нечетная. Тогда деформация полупо)
лосы симметрична относительно оси x .

Благодаря введению функции Эри ( )x yΦ , ,
связанной с напряжениями известными соот)
ношениями

2 2

2 2
( ) ( )x yx y x y

y x
σ σ∂ Φ ∂ Φ, = , , = ,

∂ ∂
2

( )xy x y
x y

τ ∂ Φ, = −
∂ ∂  ,                      (1.4)

рассматриваемую краевую задачу можно сфор)
мулировать следующим образом: найти реше)
ние бигармонического уравнения

( ) 022 =Φ∇∇ ��� ,                          (1.5)
удовлетворяющее граничным условиям

2 2

2

2 2

2

) 1 0

) 0 ( ) ( )

) ( ) 0x

a ��� �
x yx

b ��� � � �
x yy

c ��� � � �

σ τ

σ

 ∂ Φ ∂ Φ= ± = = , ∂ ∂∂
 ∂ Φ ∂ Φ = = , − = ∂ ∂∂
 → ∞ , →



  (1.6)

Последнее условие автоматически выпол)
няется, если выполнено условие (1.3).

Обычный путь решения краевой задачи
(1.5), (1.6) состоит в использовании метода раз)
деления переменных. При этом бигармоничес)
кая функция ( )x yΦ ,  представляется в виде про)
изведения двух функций следующим образом:

( ) ( ) xx y y eλϕΦ , = .                  (1.7)
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Подставляя выражение (1.7) в уравнение
(1.5) и граничные условия (1.6а), приходим к
следующей краевой задаче для обыкновенного
дифференциального оператора

4 2
2 4

4 2
2 0

d d

dy dy

ϕ ϕλ λ ϕ+ + = ,             (1.8)

( 1) ( 1) 0
d

dy

ϕϕ ± = ± = ,

решение которой имеет вид

 
1

( ) ( )k k
k

y a yϕ ϕ λ
∞

=
= ,∑ ,

где ( )k yϕ λ ,  и ( 1)k kλ ≥  – соответственно, соб�
ственные функции и собственные числа крае�
вой задачи (1.8), а числа ka – неизвестные ко�
эффициенты разложений. Тогда функ�
ция ( )x yΦ ,  будет иметь вид

0 1
1

( ) ( ) k x
k k

k
x y C C x a y eλϕ λ

∞

=
Φ , = + + ,∑ .    (1.9)

Числа kλ  — множество 1{ }k kkλ λ
∞

=± , ±  всех
комплексных нулей целой функции экспонен�
циального типа равного 2

( ) sin cosL λ λ λ λ= +
с вещественной частью Re 0kλ < . Числа kλ
асимптотически близки к числам kπ . Это вид�
но из следующего асимптотического равенства,
справедливого при больших значениях номера
корня 1k ≥

 

( ) ln(4 )
4 2

1
ln(4 )

4

k k k

k

i
k k

k
k

πλ π ε π π ε

ε π π
π

≈ − − + − − ,

= −

Неизвестные коэффициенты разложе�
ний 0 1, , ( 1)kC C a k ≥  должны быть найдены из
граничных условий (1.6b), что приводит к из�
вестной проблеме разложения двух заданных
на торце полуполосы функций ( )yσ  и ( )yτ  в
ряды ( µ – коэффициент Пуассона)

1
1

2

1

( ) (1 ) ( ),

( ) (1 ) ( ) ( 1 1)

k k x k
k

k k xy k
k

y C a y

y a y y

σ µ λ σ λ

τ µ λ τ λ

∞

=
∞

=

= + + ,     

= + , ∈ − ,

∑

∑
 (1.10)

Коэффициенту 1C  отвечает элементарное
(сопроматовское) решение. Поэтому его можно
считать известным. Окончательные формулы
для напряжений в полуполосе имеют такой вид:

1
1

1

2

1

( ) (1 ) ( ) ,

( ) (1 ) ( )

( ) (1 ) ( )

k

k

k

x
x k k x k

k

x
y k k y k

k

x
xy k k xy k

k

x y C a y e

x y a y e

x y a y e

λ

λ

λ

σ µ λ σ λ

σ µ λ σ λ

τ µ λ τ λ

∞

=
∞

=
∞

=

, = + + ,  

, = + , ,          

, = + ,

∑

∑

∑
 (1.11)

 Следующие функции называются функ�
циями Фадля�Папковича:

( ) (sin cos )cos sin sinx k k k k k k k ky y y yσ λ λ λ λ λ λ λ λ, = − − ,

( ) (sin cos )cos sin siny k k k k k k k ky y y yσ λ λ λ λ λ λ λ λ, = + + ,                                    (1.12)

( ) cos sin sin cosxy k k k k ky y y yτ λ λ λ λ λ, = − .

С ростом номера корня числа kλ  все плот�
нее прижимаются к вещественной оси (так как

0
Re

Im
→

k

k

λ
λ

, когда k → ∞). Поэтому можно ожи�

дать определенной близости свойств сходимос�
ти рядов по функциям Фадля�Папковича и ря�
дов по обычным тригонометрическим системам
функций 1{cos }kk yπ ∞

=  и 1{sin }kk yπ ∞
= , которые

получаются из (1.12), если принять k kλ π= .
С другой стороны, числа kλ  комплексные и их
вдвое больше чем чисел kπ± . Поэтому системы
функций (1.12) будут, во�первых, комплекс�

нозначными и, во�вторых, вдвое более плотны�
ми на интервале ( 1 1)− , , чем тригонометрические
системы функций, то есть переполненными на
этом отрезке. Тогда как тригонометрические си�
стемы функций минимальны на нем. Эти два
принципиальных отличия систем функций
Фадля�Папковича и тригонометрических сис�
тем функций (комплекснозначность и немини�
мальность) являются причиной значительных
различий разложений по функциям Фадля�
Папковича и разложений по обычным триго�
нометрическим системам функций.
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Так как числа kλ  комплексно сопряжены, то
равенства (1.10), из которых нужно найти не�
известные коэффициенты разложений

1{ }k k ka a ∞
=, , можно записать в следующей форме

(множитель (1 )µ+  внесен в ka ):

1

22

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

k k x k xk k k
k

k k xy k xyk k k
k

y a y ya

y a y ya

σ λ σ λ σλ λ

τ λ τ λ τλ λ

∞

=
∞

=

 = , + ,

 = , + ,


∑

∑
  (1.13)

2. Решение краевой задачи
Системы функций

1{ ( )}x k kyσ λ ∞
=, , 1{ ( )}y k kyσ λ ∞

=,  и 1{ ( )}xy k kyτ λ ∞
=,

не образуют базиса на интервале ( 1,1)−  и поэто�
му они не имеют биортогональных к ним сис�
тем функций на этом интервале. Следователь�
но, указать явные формулы для коэффициен�
тов в разложениях (1.13) на основе классичес�
кой теории базиса невозможно. Однако их мож�
но определить на основе теории развитой в ра�
ботах [1], [2]. Вкратце способ построения сис�
тем функций, биортогональных к функциям
Фадля�Папковича, состоит в следующем.

Рассмотрим систему функций ( )x k yσ λ , .
Обозначим

( )x yσ λ, =
(sin cos )cos sin siny y yλ λ λ λ λ λ λ= − − (2.1)

функцией, порождающей соответствующую си�
стему функций Фадля�Папковича (1.12), когда
параметр kλ λ= , и допустим, что на веществен�
ной оси y  имеется некоторая (зависящая от чи�
сел νλ ) система четных функций ( )s yν  такая, что
для нее выполняются равенства

2 2

( )
( ) ( ) ( ),

( )
x

L
y s y dy R

r
ν ν

ν ν

λσ λ λ
λ λ

∞

−∞
, = =

−∫

2 2 1rν ν νλ λ ν= − , ≥ .                       (2.2)
Можно показать, что функции ( )s yν  не фи�

нитны и значит интеграл (2.2) не существует
для комплексных значений νλ λ= . Поэтому си�
стема функций, биортогональная к функциям
Фадля�Папковича 1{ ( )}x k kyσ λ ∞

=, , вообще не мо�
жет быть определена на вещественной оси. Ре�
шение проблемы заключается в аналитическом
продолжении преобразования Фурье функций

( )s yν  до класса квазицелых функций экспонен�
циального типа равного 2. При этом контур
интегрирования в интеграле (2.2) нужно будет

соответствующим образом деформировать.
Обозначим этот контур через T . Конфигурация
контура для дальнейших целей не важна. Важно
лишь то, что такой контур существует.

В классе квазицелых функций экспоненци�
ального типа 2 функции ( )s yν  существуют и оп�
ределяются единственным образом. Не смотря
на весьма сложные промежуточные преобразо�
вания, окончательные выражения для финит�
ной части функции ( )s yν , которая непосред�
ственно участвует в определении коэффициен�
тов искомых разложений, просты и имеют та�
кой вид:

cos1
1

2 sin( )

0 1

y
y

ry

y

ν

ν ν νν

λ
λ λψ

 | |≤= 
 | |>

Аналогично (2.2) имеем

2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 1

xy

y

y t y dy R

y y dy R R

ν ν

ν ν

τ λ λ

σ λ ξ λ λ ν λ

∞

−∞
∞

−∞

, =

, = , ≥ , ∈

∫

∫
   (2.3)

При определении коэффициентов ka  пона�
добится также финитная часть функции ( )t yν ,
являющаяся аналогом функции ( )yνψ . Она име�
ет вид

( ) sin1
( )

2 sin

d y y
y

dy r
ν ν

ν
ν ν

ψ λϕ
λ

= =  .

Осталось привести сами соотношения би�
ортогональности, которые получаются в ре�
зультате подстановки в формулы (2.2), (2.3)

kλ λ=

( ) ( )
0

k k
x k

T k

M
y s y dy ν

ν
ν

λ λ
σ λ

λ λ
= ,

, =  ≠ ,
∫

( ) ( )
0

k k
xy k

T k

M
y t y dy ν

ν
ν

λ λ
λ

λ λ
τ

= ,
, =  ≠ ,

∫                  (2.5)

2

( ) ( )
0

k k k
y k

T k

M
y y dy ν

ν
ν

λ λ λ
σ λ ξ

λ λ
 = ,, = 

≠ ,
∫

2

2 2

cos

( )

k
k

k k k

M
λ

λ λ λ
=

−  .

Спроектируем первое равенство (1.13) на
вещественное направление { ( ) ( )}s y s yνν + , а
второе – на вещественное направление

Технические науки
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{ ( ) ( )}t y t yνν + . В силу соотношений биортого�
нальности (2.5), для каждого номера 1ν ≥  сле�
дующую систему из двух алгебраических урав�
нений

2 2
v v

a M a M

a M a M

ν ν ν ν ν ν ν

ν ν ν ν ν

σ λ λ

τ λ λ

∗

∗

 = +


= +
,                (2.6)

где числа

( )[ ( ) ( )]

( )[ ( ) ( )]

t t t dt

t t t dt

ν ν ν ν ν

ν ν ν ν ν

σ σ ψ ψ σ σ

τ τ ϕ ϕ τ τ

∞
∗

−∞
∞

∗

−∞

= + = +

= + = +

∫

∫
  (2.7)

Решая систему уравнений (2.6), найдем ко�
эффициенты разложений

2cos
,

( )
k k k k

k k
kk k k k

a N
N

τ σ λ λ
λλ λ λ

∗ ∗−
= =

− .     (2.8)

Осталось подставить их в разложения
(1.11). Полученные формулы, как показано в
работе [3], содержат в неявном виде нетриви�
альные разложения нуля (что обусловлено ком�
плекснозначностью систем функций Фадля�
Папковича). Для получения надежных числен�
ных результатов нуль�ряды нужно выделять.
Как это делается, также можно найти в [3].

Приведем окончательные зависимости
(с выделенными нуль�рядами) для напряжений
в полуполосе, разбив на две группы: когда на
торце полуполосы приложены только нормаль�
ные напряжения, а касательные равны нулю и
наоборот (нормальные нагрузки равны нулю,
а касательные – нет)

 1
1

( ) sin
( ) 2Re coskc xx k k

x k k k
k k k

y b x
x y C e b x c

N b

σ λσ
∞

=

  , , = + σ −  
   

∑ ,

1

( ) sin
( ) 2Re kxy k c x k

xy k k k
k k k

y b x
x y e

N b

τ λ
τ λ λ

∞

=

, 
, = − σ 

 
∑ ,                                           (2.9)

 2
1

( ) sin
( ) 2Re cosky k c x k

y k k k k k
k kk k

y b x
x y e b x c

bN

σ λ
σ λ λ

λ

∞

=

,   , = − σ +  
   

∑ ,

 
1

( ) sin
( ) 2Re kc xx k k

x k
k k k

y b x
x y e

N b

σ λσ τ
∞

=

 ,
, =  

 
∑ ,

1

( ) sin
( ) 2Re coskxy k c x k

xy k k k
k k k

y b x
x y e b x c

N b

τ λ
τ τ

∞

=

,   , = +  
   

∑ ,                                 (2.10)

 
2 2

2
1

( )
( ) 2Re 2 cos sinky k c x k k

y k k k k
k kk k

y c b
x y e c b x b x

bN

σ λ
σ τ

λ

∞

=

 ,  − , = +      
∑ .

Здесь введены обозначения: Re ,k kc λ=
Imk kb λ= . Кроме того,

1

1

cos
( ) ,

2 sin
k

k
k k

y
y dy

λσ σ τ
λ λ−

= ∫

1

1

sin
( )

2sin
k

k
k

y
y dy

λτ τ
λ−

= ∫ .                 (2.11)

Эти формулы получаются непосредственно
из формул (2.7) и выражений для функций ( )yνψ
и ( )yνϕ . Таким образом, полученные решения
принципиально не сложнее известных решений

Файлона�Рибьера в тригонометрических рядах.
Более того, можно показать, что когда числа

kc kπ→ , а числа 0kb →  для всех 1k ≥  они пре�
вращаются в периодические решения для полу�
плоскости с заданными на торце полуплоскости
нормальным или касательным напряжениями.

3. Примеры
Рассмотрим два примера.
1. Пусть на торце полуполосы заданы толь�

ко нормальные напряжения, представленные
ступенчатой функцией
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1 / 2 ,| |

( )
0, | | 1

a y a
y

a y
σ

≤
=  < ≤

.

В этом случае 1 1 / 2C = − . По формуле (2.11)
находим

 2

cos sin1

2 2 sin 2 sin

a
k k

k
a k k k k

y a
dy

a a

λ λσ
λ λ λ λ−

= =∫ .

Подставляя эти числа в формулы (2.9) по�
лучим решение задачи. Ниже приведены графи�
ки распределения напряжений для двух расчет�
ных сечений: 0.05x =  (рис. 1) и 0.5x =  (рис. 2).
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2. Пусть на торце полуполосы заданы толь�
ко касательные напряжения ( ) 2y yτ = − . По вто�
рой формуле (2.11) находим
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= − =∫ .

Подставляя эти числа в формулы (2.10)
получим решение задачи. Ниже приведены
графики распределения напряжений для двух
расчетных сечений: 0.05x =  (рис. 3) и 0.5x =
(рис. 4).

12.07.2012

Рисунок 1. График распределения напряжения для
расчетного сечения 0.05x =

Рисунок 2. График распределения напряжения для
расчетного сечения 0.5x =

Рисунок 3. График распределения напряжения для
расчетного сечения 0.05x =

Рисунок 4. График распределения напряжения для
расчетного сечения 0.5x =
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