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КОЛЕБАНИЯ ТОНКОСТЕННОГО СТЕРЖНЯ
С УЧЕТОМ УСЛОЖНЯЮЩИХ ФАКТОРОВ

Предложена математическая модель, позволяющая определять частоты собственных коле4
баний тонкостенных стержней замкнутого профиля при различных значениях безразмерных па4
раметров. Учет деформаций сдвига, эффекта Кармана и растяжения средней линии сечения при
исследовании колебаний тонкостенного стержня позволил обнаружить дополнительную частоту
и существенные различия в частотах, не учитывающих усложняющие факторы.
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Тонкостенные криволинейные стержни рас�
сматривались в работах разных авторов, в част�
ности, в работах Е.А. Бейлина  и его учеников.
В них изучались задачи определения напряжен�
но�деформированного состояния с учетом эффек�
та Кармана для стержней замкнутого контура.

В [1, 2] была предложена динамическая те�
ория тонкостенных криволинейных стержней с
учетом сдвигов, инерции вращения сечений и
эффекта Кармана.

В работе [3] рассматривались свободные
колебания тонкостенного криволинейного
шарнирно�опертого стержня, полученные  на
основании уравнений (1) динамической теории
тонкостенных криволинейных стержней, пред�
ставленные в [2].

В данной работе исследуется колебания
прямолинейного тонкостенного стержня замк�
нутого контура. На основании следующих урав�
нений [3]:
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Обозначения соответствуют принятым в [3].
В данной работе рассмотрим частный слу�

чай уравнений для прямолинейного стержня.
Примем радиус кривизны �  срединной линии
сечения стержня равным ∞ и приходим к следу�
ющим уравнениям (2):
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Выбираем решения данной системы, удовлетворяющие условиям шарнирного закрепления.
Разделив переменные по методу Фурье, принимаем решение в виде
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где 
  – длина стержня,  �  – число полуволн.
Подставим (2) в (1), получим систему алгебраических уравнений относительно амплитуд ��

��
�

�
���

�

�
� =








+





 +−−−

λλλ
ααω 


���



�
�

�
���

��
���

�

��
�

�
�

�
� =








−





 −−−−−

λλ
α

λ
αω 


���



�
�

��
�

�

��
���

( ) ��
���

��

��
�

�

=−+− ∗ �
�

�


�

�

�




� νω ω

ω
                                                         (4)

( ) 05
2

5322
1

52422
12

2
5

2
2 =













∗
++










+−+−− A

E
VI

I
CA

I
A

I
A

K

cG
AIAI

RI

EI
AsF V

V

ρλλλ
αω ω .

Предположим, что деформации срединной
линии контура сечения равны нулю. Тогда, ис�
пользуя условия нетривиальности решения,
придем к частному определителю (5) четверто�
го порядка относительно �∗ω , где ∗ω  – безраз�
мерная частота.
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Раскрывая частный определитель, прихо3
дим к частному уравнению (6) 43й степени от3
носительно �∗∗ = ωω .

���
�

�
�

�
� =+−++ ∗∗∗∗ τωτωτωτω        (6)

Уравнение (6) дает четыре спектра частот,
что соответствует четырем формам собственных
колебаний стержня и описывает изгибно3про3
дольные сдвиговые колебания.

Пронумеруем частоты полученного спект3
ра. Первая полученная частота ∗ω  соответству3
ет преимущественно искажениям контура сече3
ния от его изгиба. Две последующие частоты ∗

�ω
и ∗

�ω  связаны с преимущественно продольными
движениями оси стержня и растяжением сере3
динной линии контура сечения.

На основании уравнения (6) были вычис3
лены частоты собственных колебаний шарнир3
но3опертого тонкостенного стержня кольцево3
го сечения при

�����=
∗

�

δ
   ���=
�

�
   �� �= .        (рис. 1)

Сплошными линиями на графике обозначе3
ны зависимости, учитывающие все усложня3
ющие факторы (искажения контура от изгиба,

растяжения серединной линии, а также дефор3
мации сдвига поперечного сечения); штриховые
линии отвечают частотам колебаний, подсчи3
танным без учета искажения контура, и, нако3
нец, штрихпунктирные линии относятся к час3
тотам, вычисленным по классической теории (без
учета деформаций сдвига и искажения контура).

Кратко охарактеризуем полученные ре3
зультаты. На графике приведены зависимости
безразмерной частоты ∗ω  для замкнутого про3
филя от числа полуволн � .

Кривая �  соответствует низшей частоте и
относится к колебаниям с преимущественно из3
гибными деформациями стержня. Из графиков
следует, что пренебрежение искажением конту3
ров и деформации сдвига существенно сказы3
вается на значениях частот; отмеченное особен3
но отчетливо проявляется при увеличении чис3
ла полуволн �  ( ��� ′′′�� ).

Кривая �� относится к обнаруженному нами
типу колебаний, в которое основной вклад вно3
сит искажение контура сечения. Снижение гра3
диента изменения ∗ω  с увеличением числа �
объясняется тем, что с увеличением числа полу3
волн количество переменных формы искажения
сечения увеличивается и относительный вклад
в величину частоты ∗ω  и при переходе от �3ой к

�+� 3ой форме уменьшается.
Кривая ��� соответствует колебаниям, в ко3

торые основной вклад вносят деформации уд3
линения оси контура. Кривая ��  соответствует
спектру колебаний с преимущественно продоль3
ными деформациями сдвигов весьма незначи3
тельно.

На основании полученного решения мож3
но сделать следующие выводы:

1. Учет эффекта Кармана и растяжения сре3
динной линии сечения оказывает существенные
изменения частот свободных колебаний тонко3
стенного стержня замкнутого контура.

2. Построенная теория дает возможность
получить дополнительную частоту колебаний
стержня, в которую основной вклад вносит эф3
фект Кармана (кривая ��  на рисунке 1).
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Куча Г.В., Мосалева И.И. Колебания тонкостенного стержня с учетом усложняющих факторов

Рисунок 1. Частоты собственных колебаний
шарнирно3опертого тонкостенного стержня

кольцевого сечения
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FLUCTUATIONS OF THE THIN4WALLED CORE IN VIEW OF COMPLICATING FACTORS
The account of deformations of shift, effect of the Karman and stretching of an average line of section at

research of fluctuations of a thin�walled core will allow to detect additional frequency and essential distinctions
in the frequencies which are not considering complicating factors. The mathematical model, allowing to define
frequency of own fluctuations of thin�walled cores of the closed structure is offered at various values of
dimensionless parameters.

Key words: the thin�walled core, the closed structure, deformation of shift, effect of the Karman, a stretching
of a median line, section.
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