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Понятия выпуклости и вогнутости графи�
ка функции имеют большое значение в иссле�
довании ее поведения. Ознакомившись с этими
понятиями, студент существенно упрощает про�
цесс полного исследования функции, построе�
ния ее графика.

Анализируя ряд учебников по математичес�
кому анализу, как для инженерно�технических,
так и для физико�математических специальнос�
тей, можно заметить, что авторы не склонны к
единому подходу в определении данных понятий.

В некоторых учебниках для инженерно�
технических специальностей понятия выпукло�
сти и вогнутости вводят только как определе�
ние 1 или определение 2.

Определение 1. График функции )(xfy =
называется выпуклым вверх (вогнутым вниз) в
данном промежутке, если он целиком располо�
жен ниже (выше) касательной в его произволь�
ной точке.

Определение 2. График функции )(xfy =
называется выпуклым вверх (вогнутым вниз) в
данном промежутке, если каждая хорда (кроме
ее концов) лежит ниже (выше) соответствую�
щей части графика этой функции.

Многие авторы учебников для физико�ма�
тематических специальностей определяют эти
понятия только с аналитической точки зрения
(определение 3), указывая, что определения 1 и 2
– это есть свойства выпуклости и вогнутости
графика функции, или их геометрический смысл.

Определение 3. График функции )(xfy = ,
определенной на интервале ),( b� , называется
выпуклым вверх в данном интервале, если для
любых точек ),(, 21 baxx ∈  и любого числа

)1,0(∈t  имеет место неравенство
)()1()())1(( 2121 xftxtfxttxf −+>−+ ,      (1)

в частности, если имеет место неравенство
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Вогнутость вниз определяется аналогично,
но при этом изменяется знак неравенства на
противоположный.

На наш взгляд, как первый, так и второй
подходы обедняют математические знания сту�
дентов.

Данные понятия формировались вместе с
развитием дифференциального исчисления. По�
этому, чтобы найти оптимальные способы изло�
жения указанной темы, рассмотрим некоторые
моменты предыстории формирования диффе�
ренциального исчисления. Прежде всего обозна�
чим те прикладные задачи, решение которых спо�
собствовало появлению первых понятий этого
исчисления. К таким задачам относятся:

1) задача об отыскании наибольшего и наи�
меньшего значений функции;

2) задача о проведении касательной к кри�
вой.

Решению первой задачи посвящена работа
Пьера Ферма (1601–1665) «Метод исследования
наибольших и наименьших». Содержание этой
работы впервые стало известно из писем Фер�
ма, в которых вопросы, связанные, как мы гово�
рим сейчас, с отысканием экстремума функции,
начинают обсуждаться с 1629 года. Частично эта
работа была опубликована в 1642–44 гг., а пол�
ностью – уже после смерти Ферма, в 1679 году.

Правило, предложенное Ферма, рассмот�
рим на следующем примере: рассечь данный
отрезок АС точкой В так, чтобы объем паралле�
лепипеда, у которого в основании будет лежать
квадрат, построенный на отрезке АВ, а высота
равна отрезку ВС, был наибольшим. Рассмот�
рим рисунок 1.
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Пусть aABbAC == , , тогда объем парал�
лелепипеда, равный )(2 abaV −= , должен быть
максимальным. Заменим в этом выражении а
на Ea + . На современном языке математичес�
кого анализа это прозвучало бы как «придадим
а приращение Е». При такой замене объем бу�
дет равным )()( 2 EabEaV −−+= . Этот новый
объем Ферма условно приравнивает к старому.

Мы здесь сказали бы, что приращение Е не�
зависимой переменной a  стремится к нулю. Но
у Ферма еще не было такой терминологии, по�
скольку не было и понятия предела! Поэтому
он считает, что два объема «как бы» равны, то
есть )()()( 22 abaEabEa −=−−+ . Проделаем
алгебраические преобразования.

)())(2( 222 abaEabEaEa −=−−++ ;

)()())(2()( 2222 abaEEaabEaEaba −=+−−++− ;

0)())(2( 2 =+−−+ EEaEabEa ; т. к. 0≠E , то
можно разделить на Е.

0)()()(2 2 =+−−+− EaabEaba ;

02)()(2 2 =−−−+−− aEEabEaaba .
Уничтожим те слагаемые, которые содержат

множитель Е. По какому праву мы это делаем?
Мы сказали бы: «Потому что Е стремится к
нулю». В результате получим: 0)(2 2 =−− aaba .
Тогда, выражая а из последнего равенства, мож�

но записать ответ: ba
3

2= . Если провести до

конца аналогию с современным рассуждением,
то получим:

)()()()( ≈−+⇒≈+ afEafafEaf

0
)()(

0 ≈−+⇒≈
E

afEaf .

Перейдем к пределу при 0→E :

0)(
)()(
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0

=′=−+
→

af
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afEaf
E

. Получили необхо�

димое условие экстремума.
Ферма не оговаривает специально, но, не�

сомненно, имеет в виду, что величина Е играет
роль «очень малого приращения» независимой
переменной а.

В этой же работе он упоминает о том, что
аналогичным методом можно решить и задачу
о проведении касательной к кривой. Это вто�
рая задача, с которой тесно связано появление
дифференциальных методов. Рассмотрим под�
робнее метод, предложенный Ферма для ее ре�
шения.

Кривая задана уравнением )(xfy = . Для
малой дуги этой кривой проведем секущую
SMN. Обратимся к рисунку 2.

Точка S – точка пересечения секущей с осью
координат (она у Ферма была одна). Треуголь�
ник MNP называется характеристическим тре�
угольником. Этот треугольник подобен треу�

гольнику SMR. Следовательно, 
NP

MR

MP

SR = , или

NP

MPMR
SR

⋅= . Это равенство в привычных для

нас терминах дифференциального исчисления

будет выглядеть так: 
)()(

)(

xfxxf

xxf
SR

−∆+
∆= .

Затем Ферма переходит от секущей к каса�
тельной, полагая x∆  или MP «как бы равным
нулю», и получает, что отрезок ST «как бы ра�

вен» произведению 
NP

MP
MR . Мы здесь сказали

бы, что )(

)(

)()(

)(
lim

0 xf

xf

xfxxf

xxf
x ′

=
−∆+

∆
→∆ , или

αtgSTSTxfQTxf ⋅=′== )()(  (см. рисунок 3).
Таким образом, познакомив студентов с

этими историческими сведениями, мы сможем
добиться лучшего понимания геометрического
смысла производной функции в точке, лучшего
усвоения правил отыскания точки экстремума
функции, лучшего запоминания теоремы Фер�
ма, тесно связанной с необходимым условием
существования экстремума. Кроме того, мы су�
меем показать, что и понятия выпуклости и вог�
нутости графика функции формировались в
тесной связи с задачами о касательных и секу�
щих кривой.

Рисунок 1. Отрезок АС, разбиваемый точкой В
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Рисунок 2. Произвольная кривая и ее секущая,
заданные в системе координат

Зубова И.К. и др. Подходы к определению понятия выпуклости и вогнутости графика функций...
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После этого, на наш взгляд, целесообразно
на занятиях по данной теме давать все три оп�
ределения выпуклости и вогнутости графика
функции в промежутке. При этом обязательно
указать, что каждое сформулированное условие
охватывает некоторый класс функций. Напри�
мер, при формулировке первого определения
показываем, что функция обязательно должна
быть дифференцируемой. Если, например, рас�
смотреть функцию xay =  в интервале );( +∞−∞ ,
ее график будет выпуклым и по методу опреде�
ления с помощью хорды, и по аналитическому
методу, между тем как метод касательных здесь
не применим, т. к. )0(f ′  не существует.

Итак, при изложении данной темы можно
придерживаться следующей схемы. Сформули�
ровать три определения выпуклости (вогнуто�
сти) графика функции. Причем в третьем опре�
делении можно отметить, что простейшим слу�
чаем неравенства (1) является неравенство (2).
Функция, удовлетворяющая неравенству (2),
удовлетворяет и неравенству (1), но класс фун�
кций, удовлетворяющих неравенству (1), шире.
Геометрически неравенство (2) означает, что
середина любой хорды кривой лежит под этой
кривой, при этом в качестве кривой понимается
любой, но не обязательно непрерывный график
функции.

После такого изложения формулировок
определений для студентов физико�математи�
ческих специальностей можно сформулировать
и доказать для класса непрерывных на интер�
вале ),( ba  функций следующую теорему.

Теорема 1. Если функция )(xfy =  непре�
рывна на интервале ),( ba , то определения 2 и 3
выпуклости графика функции )(xfy =  экви�
валентны.

Доказательство. Доказательство проведем
для случая вогнутости вниз графика функции.
Пусть )(xfy =  вогнутая функция в интерва�

ле ),( ba  в смысле определения 2. Докажем, что
)(xfy =  вогнутая в смысле определения 3, то

есть имеет место неравенство (1).
Возьмем две произвольные точки 21 , �x  из

интервала ),( ba , так что будет выполняться
неравенство: b�xa <<< 21 . Через точки

))(,( 11 �fxA  и ))(,( 22 �fxB проведем прямую,
как на рисунке 4.

Так как )(xf  имеет вогнутый график по оп�
ределению 2 в интервале ),( ba , то хорда �� ле�
жит выше соответствующей части графика.
Пусть *�  некоторая точка, лежащая в интерва�
ле ),( 21 �� . Тогда из неравенства 122 * xxxx −<−
следует, что )(* 122 xxtxx −=− , где t есть неко�
торое число 10 << t .

Отсюда будем иметь:

21 )1(* xttxx −+= .
Следовательно, ))1((*)( 21 xttxfxfDE −+== .
Из того, что CBNAMC ∆∆ ~ , получим:

)(

))(1(

)(

)(

12

12

2

1

xxt

xxt

CExf

xfCE

−
−−

=
−

−
.

Из этого равенства следует, что

)()1()( 21 xftxtf�� −+= .
Из вогнутости графика функции )(xf  по

определению 2 следует, что ��DE < , то есть

)()1()())1(( 2121 xftxtfxttxf −+<−+ .
Поскольку *�  произвольная точка, то пер�

вая часть теоремы доказана.
Докажем теперь обратное утверждение.

Предположим, что для функции )(xf  в интер�
вале ),( ba  выполняется неравенство (2). Пока�
жем, что )(xf  имеет вогнутый вниз график в
смысле определения 2, то есть каждая хорда ле�
жит выше соответствующей части графика дан�
ной функции. Предположим противное. Пусть
график функции )(xf  не является вогнутым
вниз в смысле определения 2. Тогда найдется
такой интервал ),( βα , содержащийся в ),( ba ,

Рисунок 3. Произвольная кривая и ее касательная в
точке Q, заданные в системе координат

������������

�������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������

�

Рисунок 4. Произвольная вогнутая вниз кривая,
заданная в системе координат
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Физико�математические науки
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что дуга кривой )(xf  будет лежать выше хорды,
проходящей через точки ))(,()),(,( ββαα ff .
Пусть )(xgy =  – уравнение прямой, проходя�
щей через эти точки. Тогда должно иметь место
неравенство:

),(),()( βα∈∀> xxgxf .                 (3)
Очевидно, что для функции )(xgy =  имеет

место равенство:






 +=+

2
2)()(

βαβα ggg .                (4)

Напомним, что по условию будем иметь:
)()(),()( ββαα gfgf == .

Следовательно, в силу (2) и (4) получим
следующее:






 +=+=+<





 +

22

)()(

2

)()(

2

βαβαβαβα
g

ggff
f ,

то есть






 +<





 +

22

βαβα
gf .

Последнее неравенство противоречит усло�
вию (3). Наше предположение оказалось невер�
ным. <

Для доказательства эквивалентности опре�
делений 1, 2 и 3 можно доказать сначала следу�
ющую теорему.

Теорема 2. Если дифференцируемая фун�
кция )(xfy =  имеет график, вогнутый вниз,
по определению 3 на интервале ),( ba , то ее про�
изводная )(xf ′  возрастает на этом интервале.

Доказательство. Из соотношения

21 )1( xttxx −+=  можно выразить:

12

2

xx

xx
t

−
−= .

Тогда неравенство (1) можно записать в виде:

)()()( 2
12

2
1

12

2 xf
xx

xx
xf

xx

xx
xf

−
−

+
−
−

< ,

или

0)()()()()()( 222112 >−+−+− xfxxxfxxxfxx .
Учитывая, что график функции вогнут в

смысле определения 3 на заданном интервале,
получим:

xx

xfxf

xx

xfxf

−
−

<
−
−

2

2

1

1 )()()()(
             (5)

при 21 xxx << , и ),(, 21 baxx ∈∀ .
Устремляя x  в неравенстве (5) последова�

тельно к 1x  и к 2x , получим:

)(
)()(

)( 2
12

12
1 xf

xx

xfxf
xf ′≤

−
−

≤′ ,

что устанавливает монотонность производной
функции )(xfy = .

Учитывая это для выпуклой функции по
определению 3, а также используя теорему Лаг�
ранжа, найдем:

)()()()(
)()(

2

2

1

1
11 xx

xfxf

xx

xfxf
fxf =

−
−

<
−
−

=′≤′ ξ

)()( 22 xff ′≤′= ξ ,
при 2211 xx <<< ξξ .

Последнее неравенство означает, что )(xf ′
возрастающая функция на интервале ),( ba . <

Теорема 3. Если функция )(xfy =  диффе�
ренцируема на интервале ),( ba , то определения
1, 2, 3 выпуклости (вогнутости) графика функ�
ции )(xfy =  эквивалентны.

Доказательство. Учитывая теорему 1, дос�
таточно доказать эквивалентность определений
1 и 3.

Пусть график функции )(xf  является вог�
нутым вниз на интервале ),( ba  в смысле опреде�
ления 3. Докажем, график функции )(xf  являет�
ся вогнутым вниз и по определению 1.

Выберем произвольную точку 0�  на интер�
вале ),( ba . Тогда уравнение касательной к гра�
фику функции )(xf  в точке ))(,( 00 xf�  будет
иметь вид:

))(()()( 000 xxxf�fxy −′+= ,
поэтому

))(()()()()( 000 xxxf�fxfxyxf =−′−−=−

))(())(( 000 xxxfxxf =−′−−′= ξ

),)](()([ 00 xxxff −′−′= ξ
где ξ  – точка, находящаяся между x и 0� . Так как
на соответствующем участке график функции

)(xfy =  вогнут вниз в смысле определения 3, то
по теореме 2 функция )(xf ′ возрастает на этом
участке и знак разности )()( 0xff ′−′ ξ  совпадает
со знаком 0xx − , поэтому ,0)()( xyxf >−  ),( bax ∈∀ .
Это означает вогнутость вниз графика функ�
ции )(xf  на интервале ),( ba  и по определению 1.

Докажем теперь и обратное утверждение.
Если ,0)()( xyxf >−  ),(, 0 baxx ∈∀  имеет место не�
равенство

0))(()()()()( 000 >−′−−=− xxxf�fxfxyxf ,
то получим

)(
)()(

0
0

0 xf
xx

xfxf ′<
−
−

, при 0xx < ,

)(
)()(

0
0

0 xf
xx

xfxf ′>
−
−

 при 0xx > .
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Таким образом, ),(,, 21 baxxx ∈∀  таких, что

21 xxx << , получим

xx

xfxf

xx

xfxf

−
−

<
−
−

2

2

1

1 )()()()(
.

Последнее неравенство – это есть неравен�
ство (5), полученное из неравенства (1), что до�
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казывает эквивалентность определений 1 и 3. <
Итак, предложенная методика изложения

материала по теме выпуклости и вогнутости гра�
фика функции на промежутке, как показывает
многолетний опыт работы, дает высокие резуль�
таты в качестве освоения данной темы, что озна�
чает ценность и полезность данной работы.
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Zubova I.K., Rassokha E.N.
Approaches to the determination of convexity and concavity of plotted function.
The authors examined three determinations of the concept of convexity and concavity of plotted function with

help of the method of tangents, chords and analytical method. The historical conditions for their formation are
shown from the position of the development of differential calculus. The diagram of the account of this theme is
offered to the students of physico�mathematical specialties.

 The key words: the convexity (concavity) of plotted function; the continuity of function; the differentiability of
function; tangential straight line; secant straight line; chord.
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