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Введение
Инфекционные заболевания являются од�

ной из важных экологических проблем, при оп�
ределенных условиях становясь значимыми
факторами снижения численности человеческих
популяций и представляя серьезную опасность
для регионов, где они возникают. Предраспо�
ложенность к ряду инфекционных заболеваний
нарастает в результате снижения функций им�
мунной системы, связанных с поддержанием
постоянства внутренней среды организма че�
ловека и обеспечением нормального функцио�
нирования всех его систем. Для исследования
наиболее важных физиологических процессов,
сопровождаемых сложной и многокомпонент�
ной последовательностью реакций, направлен�
ных на распознание, запоминание, элиминацию
возбудителя из организма и восстановление го�
меостаза, широко используется математическое
моделирование.

Анализ математической модели динамики
инфекционных заболеваний в детерминирован�
ной постановке не является достаточным, по�
скольку в реальной системе, описывающей об�
щие закономерности иммунного ответа орга�
низма человека при инфекционных заболева�
ниях, существуют случайные флуктуации, обус�
ловленные внешними случайными воздействи�
ями и внутренними источниками шумов. Иссле�
дование характеристик стохастических колеба�
ний на основе численного решения нелинейной
системы дифференциальных уравнений, опи�
сывающих динамику иммунного ответа при
инфекционных заболеваниях, позволяет полу�
чить больше информации о протекании забо�
левания с учетом индивидуальных особеннос�

тей больного, что обуславливает актуальность
исследований в данном направлении.

Базовая математическая
модель иммунного ответа
при инфекционных заболеваниях
Базовая модель развития инфекционного

заболевания, предложенная Г.И. Марчуком, ос�
нована на принципах функционирования гумо�
ральной иммунной системы организма челове�
ка, фундаментальные механизмы которой сфор�
мулированы в клонально�селекционной теории
Ф. Бернета [1].

Описывая изменение численности клеточных
популяций, участвующих в процессе иммунного
ответа, на отрезке времени[ ]Tt ,0 , где 00 =t  – мо�
мент инфицирования, с учетом повреждения и
регенерации органов, базовая модель развития
инфекционных заболеваний представлена нели�
нейной системой дифференциальных уравнений
с запаздывающим аргументом
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с начальными условиями
( ) 00 ,)0(,0 FFVV ==  ( ) ( ) 00 0,0 mmCC ==   (2)

и фазовыми ограничениями
( ) ( ) ,0,0 ≥≥ tFtV   ( ) ( ) 0,0 ≥≥ tmtC ,       (3)

где переменная V=V(t) характеризует инфек�
ционное начало (антигены), переменные
С=С(t), F=F(t) – защитные силы организма
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(плазматические клетки и антитела соответ�
ственно), ( )tmm =  ( ( ) 10 ≤≤ tm ) – степень пора�
жения организма. Наличие постоянного запаз�
дывания в правой части системы дифференци�
альных уравнений (1) объясняется временем
созревания плазматических клеток – 0>τ . Па�
раметры модели: 0>β  – скорость (темп) раз�
множения антигенов; 0>γ  – коэффициент, учи�
тывающий вероятность встречи вирусов с ан�
тителами и силу их взаимодействия; 0>α  – ко�
эффициент стимуляции иммунной системы;

0>ρ  – скорость производства антител одной
плазмоклеткой; 0, >f� µµ  – величины, обрат�
ные продолжительности жизни плазмоклеток
и антител соответственно; 0>η  – количество
антител, необходимое для нейтрализации од�
ного вируса; 0>σ  – скорость (темп) пораже�
ния органа; 0>mµ  – скорость восстановления
массы пораженного органа; 0>∗C  – предсуще�
ствующий уровень иммунокомпетентных кле�
ток (плазмоклеток) – постоянные положитель�
ные величины, характеризующие вид заболе�
вания и иммунный статус больного, значения
которых представлены в таблице 1.

Значения параметров модели (1)–(3) оп�
ределены согласно соотношениям, полученным
на основе представленного в работах Г.И. Мар�
чука и его последователей качественного иссле�
дования базовой модели иммунного ответа, и
уточнены в ходе вычислительных эксперимен�
тов по настройке модели на данные обобщен�
ной картины заболевания [2, 7, 9].

Анализ изменения траекторий модели (1)–
(3) в зависимости от величин параметров по�

зволил выделить четыре качественно различ�
ных типа решений, интерпретируемых как че�
тыре основные формы протекания инфекцион�
ного заболевания (субклиническая форма, ост�
рая форма с выздоровлением, острая форма с
летальным исходом, хроническая форма), вы�
яснить ряд закономерностей развития реакций
иммунной системы и глубже понять исследуе�
мый процесс.

Стохастическая модель динамики
развития инфекционных заболеваний
с возмущенными коэффициентами
Математическая модель (1)–(3) описывает

общие закономерности, присущие всем инфек�
ционным заболеваниям, не учитывая индивиду�
альные особенности иммунного статуса больно�
го. Для исследования зависимости динамики
инфекционных заболеваний от множества не�
прогнозируемых факторов, исключенных из рас�
смотрения детерминированной модели (1)–(3),
предположим, что значения ее некоторых коэф�
фициентов в момент времени ],0[ Tt ∈  не явля�
ются однозначно определенными и их можно
рассматривать как случайные процессы, мате�
матические ожидания которых известны.

Предположим, что случайную составляю�
щую имеют коэффициент скорости размноже�
ния антигена β  и коэффициент скорости про�
дукции антител лимфоцитами ρ , которые пред�
ставим в виде

( ) ( ) ( )ωξσβ ,ttmt 111 += , ( ) ( ) ( )ωξσρ ,ttmt 222 += ,
где ( ) consttm == β~1 , ( ) consttm == ρ~2  – матема�
тическое ожидание коэффициентов β  и ρ  со�
ответственно, ( )ωξ ,t1 , ( )ωξ ,t2  – стохастические
возмущения, представляющие собой независи�
мые гауссовские белошумные случайные про�
цессы, 1σ , 2σ  – постоянные, характеризующие
степень влияния случайного возмущения на зна�
чение коэффициентов β  и ρ  соответственно.

В этом случае на базе исходной динамичес�
кой модели иммунного ответа (1)–(3) без учета
времени образования клона плазматических
клеток 0=τ  построим стохастическую модель
[3, 4], представленную системой нелинейных сто�
хастических дифференциальных уравнений Ито
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Таблица 1. Значения параметров модели
при различных формах заболевания
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В общем виде систему (4)–(5) можно запи�

сать

),(),(),(),( ωξω ttXBdttXAtX +=� ,          (6)

)(),( ωω 00 XX = ,                          (7)
где 44 0 RTRA →× ],[: , 244 0 ×→× RTRB ],[: , ),( ωξ t  –
двумерный векторный гауссовский белошум�
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Вектор состояния системы (4)–(5) пред�
ставляет собой векторный случайный процесс
( )),(),,(),,(),,( ωωωω tmtCtFtV , ],0[ Tt ∈ , для на�
хождения которого воспользуемся численным
методом, предложенным Д.Ф. Кузнецовым [8].

Численный метод решения
стохастической системы, описывающей
динамику инфекционного заболевания
на клеточном уровне
Для численного решения полученной сис�

темы стохастических дифференциальных урав�
нений (4)–(5) воспользуемся строгим числен�
ным алгоритмом, базирующимся на определе�
нии стохастического интеграла Ито.

На основе доказанной Д.Ф. Кузнецовым
теоремы [8] построим для процесса Ито

)()( tXt =η  разложение в унифицированный
ряд Тейлора � Ито по повторным стохастичес�
ким интегралам до малых порядка 2

5 . Унифи�
цированное разложение Тейлора � Ито для ком�
понент решения  X(t) системы (6) примет вид

( ) ( ) ( )( )+−−+= FVVtstVsV γβ
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mVtstmsm m γβσµσ
2

2

( ))+−− mV mm µσµ ( ) ( ) ( ),, tsVItsVIts 1
11

0
11 ++− σσσσ

( ) ( ) ( ) ),(,, tsHtsVItsVIts m
5

01
11

2
1

00
11

2
1 ++−+ σσσσ .  (11)

В качестве численного метода для модели�
рования решений системы (4)–(5) выберем со�
отношения (8)–(11) на равномерной дискрет�
ной сетке N

jj 0=}{τ , построенной для отрезка ],0[ T ,

Болодурина И.П. и др. Моделирование стохастических колебаний...
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такой, что ∆= jjτ , TNN =∆=τ . Обозначив
jj VV =)(τ , jj FF =)(τ , jj CC =)(τ , jj mm =)(τ  и

положив в разложениях (8)–(11) ∆+= )( 1ks ,
∆= kt , ,...,10=k , используя разложения повтор�

ных стохастических интегралов ),,(),,( tsItsI 1
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),(),,( 0000
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000
111 tsItsI  по полиномиальному базису

[8], получим следующие выражения для числен�
ного метода моделирования решения системы
(4)–(5):
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iς  – система незави�

симых гауссовских случайных величин с нуле�
вым математическим ожиданием и единичной
дисперсией, которая генерируется на шаге ин�
тегрирования с номером k  и является незави�
симой с аналогичными системами случайных
величин, которые генерируются на всех пред�
шествующих шагах интегрирования по отноше�
нию к шагу интегрирования с номером k ,
∆  – шаг интегрирования численного метода.
Число q  для различных видов повторных сто�
хастических интегралов выбирается из условий
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где постоянная C должна быть задана, 21 ii ≠ .
Выберем для простоты 1=C .

Результаты выбора числа q  с помощью со�
отношения (16)–(18) для различных видов по�
вторных стохастических интегралов помещены
в таблицах 2–4.

Моделирование иммунных реакций
организма человека при инфекционных
заболеваниях под воздействием
случайных возмущений
Произведем численное моделирование ре�

шения системы (4)–(5) с помощью соотноше�
ний (12)–(15) при параметрах модели, харак�
теризующих, например, динамику хронической
формы заболевания, представленных в табли�
це 1, и исходных данных ( ) 5

0 10−=ωV , ( ) 10 =ωC ,
( ) 10 =ωF , ( ) 00 =ωm , на временном интервале

500 дней с шагом интегрирования 50,=∆ , для
которого достаточно выбрать 1=q . При воз�
мущениях коэффициентов β  и ρ , учитываю�
щих скорость размножения антигена и скорость
продукции антител лимфоцитами, меньших
0,004, результаты численного моделирования
динамики инфекционного заболевания показа�
ли, что траектории решения системы (4)–(5),
лежат внутри некоторой трубки, построенной
в малой окрестности детерминированной сис�
темы (1)–(3), при этом максимальное отклоне�
ние траекторий возмущенной системы от тра�
екторий детерминированной системы не пре�
восходит 4% (таблица 5). С ростом возмущения
( ) ( ){ 0080008021 ;.,., =σσ  ( )01200120 ;.,.   ( )020020 ;.,.
( )}040040 .,.  коэффициентов β  и ρ  при хрони�
ческой форме заболевания заметна более силь�
ная флуктуация процессов ( )ω ,,tV  ( )ω ,,tF  ( )ω ,,tC
( )ω,tm , которая усиливается при увеличении 1σ

и 2σ . Значения максимальных отклонений тра�
екторий возмущенной системы от траекторий
детерминированной системы представлены в
таблице 5.

При различных реализациях системы не�
зависимых гауссовских случайных величин

}2,1 ;2,...1,0  ,{ )( =+= jqij
iς  получаются различ�

ные решения системы стохастических диффе�
ренциальных уравнений (4)–(5), траектории
которых лежат внутри трубки, построенной в
некоторой окрестности решения детерминиро�
ванной системы (1)–(3). При малых значениях
параметров, характеризующих степень влия�
ния случайного возмущения на значения коэф�
фициентов, для которых отклонение траекто�
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рий возмущенной системы от траекторий детер�
минированной системы не превышает 4%, сред�
нее значение решений стохастической системы
(4)–(5) по нескольким реализациям независи�
мых гауссовских случайных величин прибли�
жается к соответствующему решению детерми�
нированной системы (1)–(3), согласно чему сто�
хастический характер ряда параметров, позво�
ляющих учитывать факторы, влияющие на ис�
следуемый процесс, исключенные из рассмот�
рения при построении детерминированной мо�
дели (1)–(3), не определяют развитие процес�
са, а лишь вызывают отклонение траекторий
от общих закономерностей протекания заболе�
вания, что является справедливым не только для
хронической, но и для остальных форм заболе�
ваний, параметры протекания которых носят
случайный характер вследствие их зависимос�
ти от множества непрогнозируемых факторов.

Заключение
Рассмотренные результаты позволили

систематизировать и объяснить различные
факты, касающиеся механизмов протекания
инфекционных заболеваний, согласно кото�
рым при разных значениях параметров, ха�
рактеризующих степень влияния случайного
возмущения на значения коэффициентов, по�
лучены различные решения стохастической
модели, траектории которых лежат внутри
трубки, построенной в некоторой окрестнос�
ти траектории решения детерминированной
модели, с диаметром, определяемым отклоне�
ниями траекторий возмущенной системы от
траектории детерминированной системы и
зависимым от интенсивности возмущений
параметров, при меньших значениях которых
наблюдается меньшая флуктуация случайных
колебаний. Если принять максимальное от�

Таблица 2. Выбор минимального числа q  в случае полиномиального базиса для аппроксимации
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Таблица 4. Выбор минимального числа q  в случае полиномиального базиса для аппроксимации
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Таблица 3. Выбор минимального числа q  в случае полиномиального базиса для аппроксимации
),( kkiiI ττ 1

10

12 + , ),( kkiiI ττ 1
01

12 +
, где 21 ii ≠

� %� "!�&"' � " "!�%�'" "(�& � " "(�%�'" "��& � " "��%�'" "�#& �

�� �� �� �� ��

� " "�#%�'" "�*& � " "�*%�'" "��& � " "��%�'" "�& � �������� " "�%�'" "",�,& ������+�

�� �� �� 	� �����������������������
��������������������

� %� (*#&"' � " (*#%�'" �,�& � " �,�%�'" �$�& � " �$�%�'" �*& �

�� �� �� �� ��

� " �*%�'" ��!& � " ��!%�'" ��(& � " ��(%�'" �"(& � �������� " �"(%�'" �,*& ������+�

�� �� �� 	� �����������������������
��������������������

Таблица 5. Максимальное отклонение траекторий возмущенной системы от траекторий детерминированной
системы в зависимости от величины параметров 1σ  и 2σ
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клонение траекторий возмущенной системы
от траекторий детерминированной системы
на 4% допустимым, то можно считать, что воз�
мущения коэффициентов, близкие к нулю, не
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являются существенными и для описания об�
щих закономерностей развития инфекцион�
ных заболеваний можно использовать детер�
минированную модель.
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