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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ И МОДЕЛИРОВАНИЕ ИННОВАЦИОННОГО
РАЗВИТИЯ ТЕЛЕКОММУНИКАЦИОННОЙ ОТРАСЛИ

В данной работе предложена динамическая модель поведения предприятий телекоммуни1
кационной отрасли в виде системы дифференциальных уравнений с запаздыванием. На базе
реальных данных объема абонентской базы и тарифной политики операторов сотовой связи
определены параметры представленной модели. Численно решена задача оптимального управ1
ления поведением предприятий с учетом запаздывания.
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Телекоммуникационная отрасль относит�
ся к важнейшим секторам, которые обеспечива�
ют функционирование и согласованную рабо�
ту всех отраслей экономики. Без современной
национальной телекоммуникационной инфра�
структуры России невозможно ее вхождение в
мировое экономическое и информационное про�
странство.

Российская отрасль информационно�ком�
муникационных технологий при существующих
темпах развития занимает пятое место в Евро�
пе по объему предоставляемых услуг. При этом
динамика роста составляет порядка 30% в год,
тогда как в Европе этот показатель составляет
3,5–4% ежегодно.

По прогнозам консалтинговой компании
J&P, российский рынок информационных тех�
нологий в 2010 году удвоится, а к 2015 году вы�
растет более чем в четыре раза. Потребность на�
селения в телекоммуникационных услугах еже�
годно растет, что определяет необходимость
дальнейшего качественного развития операто�
ров связи и соответственно ставит перед ними
задачу эффективного реагирования на измене�
ние состояния внешней среды.

Важнейшим фактором, характеризующим
конкурентоспособность операторов связи, яв�
ляется емкость системы связи, определяемая
числом потенциальных абонентов. Поэтому
весьма актуальной представляется задача раз�
работки эффективного механизма управления
стратегией развития предприятий телекомму�
никационной отрасли [1].

В рамках задачи разработки стратегии раз�
вития и оптимального управления поведением
операторов связи в условиях конкурентной
борьбы за общие ресурсы (в данном случае это

пользователи услуг) важное место занимает
разработка математической модели данного
процесса.

Для этой цели рассмотрим n конкурирую�
щих фирм, предоставляющих услуги сотовой
связи, которые существуют в одной экономичес�
кой нише, т. е. с общими трудовыми и природ�
ными ресурсами и общими потребителями со�
товой связи (абонентами). Предположим, что
рассматриваемые фирмы не являются монопо�
листами и что услуга незамещаема.

Обозначим через �����  – число абонентов
i�го оператора сотовой связи в момент времени t.
Предположим, что в отсутствие конкурентов чис�
ло абонентов i�й фирмы растет экспоненциально
с коэффициентом прироста �ε  ( 0>iε ), т. е.

( ),exp)( 0 txtx iii ε⋅=                           (1)
где 0ix  – число абонентов i�го оператора сото�
вой связи в начальный момент времени.

Принимая во внимание эффект насыщения
на рынке, где услуги сотовой связи продаются,
уравнение (1) примет вид:

[ ].)()()( txtxtx iiiiii γε −=�                     (2)
Наличие конкурентов на рынке сотовой

связи, развивающихся с подобными динамичес�
кими уравнениями, меняет вид уравнения, по�
скольку кроме естественного прироста следует
учесть и убыль числа абонентов в силу влияния
конкурирующих фирм. Следовательно, их об�
щая динамика может быть выражена следую�
щей системой уравнений:
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ния i�го и k�го предприятий, предоставляющих
услуги сотовой связи [7].

Очевидно, что система (3) не отражает
объективную реальность, так как динамические
переменные ),(txi ni ,...,1=  учитываются в моде�
ли в один и тот же момент времени t. В действи�
тельности необходимо учесть временной лаг,
который является разницей во времени между
изменениями в рыночной ситуации и моментом
принятия управленческих решений с целью ре�
агирования на эти изменения. Этот лаг обозна�
чим τ , где 0>τ . Таким образом, система (3)
трансформируется следующим образом:
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kikiii txtxtx τγε� ������� �� =  (4)

Система дифференциальных уравнений (4)
по сложившимся традициям носит имя моделей
Лотки � Вольтерры [2].

Субъективизм при выборе модели данного
типа основан на фактах, которые необходимо
учесть при моделировании конкурентоспособно�
сти предприятий, в том числе нелинейность и
существование временного лага при функцио�
нировании участников рынка. В данной задаче
основным нелинейным свойством является эф�
фект насыщения рынка: потребителей сотовой
связи не станет больше, чем определенное коли�
чество, даже если услуги сотовой связи станут
дешевле. Так время реакции на изменение усло�
вий спроса (т. е. изменение числа пользователей
услуг сотовой связи) или на изменение поведе�
ния конкурентов (например, предоставление
новых видов услуг или внедрение современных
технологий) может быть продолжительным, по�
скольку требуются затраты времени и капитала
для реализации новшеств на рынке.

Таким образом, для описания динамики
поведения абонентской базы операторов сото�
вой связи воспользуемся логистической моде�
лью Лотки � Вольтерры с запаздыванием во
времени [5].

Для того чтобы смоделировать процесс уп�
равления поведением предприятия сотовой свя�
зи, в модель (4) конкуренции операторов сото�
вой связи, функционирующих на общем рынке,
внесем дополнения.

В качестве управляющего воздействия i�го
оператора сотовой связи используем показа�
тель ( )tui , ni ,...,1= , характеризующий среднюю

стоимость минуты пользования услугами свя�
зи оператора в момент времени t и удовлетво�
ряющий ограничению:

( ) [ ],,0, Tttu iii ∈≤≤ βα                       (5)
где iα  – минимальная средняя стоимость мину�

ты связи, при которой затраты на издержки
не превысят выручку, получаемую от ис�
пользования услуг сотовой связи (себестои�
мость минуты связи);

iβ  – максимальная средняя стоимость ми�
нуты связи, позволяющая оператору оста�
ваться конкурентоспособным на рынке.
Система уравнений, описывающая динами�

ку изменения абонентской базы операторов сото�
вой связи, с учетом влияния средней стоимости
минуты на прирост числа абонентов примет вид:
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где ip  – коэффициент влияния средней стоимо�
сти минуты связи на прирост числа абонентов,
а количество абонентов � �го оператора сотовой
связи на интервале запаздывания задано непре�
рывными функциями ( ) niti ,...,1, =ϕ :

( ) ( ) [ ] .,...,1,0,, nitttx ii =−∈= τϕ             (7)
Необходимо также учесть существование

нижней грани объема абонентской базы, кото�
рая обеспечивает нормальное функционирова�
ние предприятия [3]. Это ограничение может
быть записано в следующем виде:

( ) .,...,1, nitx ii =≥ η                            (8)
На сегодняшний день на рынке России дей�

ствуют три крупнейших оператора сотовой свя�
зи: «МТС», «Билайн», «Мегафон». Для анали�
за воспользуемся данными абонентской базы и
данными тарифной политики операторов со�
товой связи, которые ежеквартально публику�
ются в финансовой отчетности (их динамика
представлена на рисунках 1, 2 соответственно)
[8, 9, 10]. В целях дальнейшего построения мо�
дели оптимального управления поведением опе�
раторов предположим, что одно из предприя�
тий («Билайн») представлено обособленно, а
все остальные – совокупно, т. е. объединим ос�
тальные предприятия путем простого сумми�
рования числа абонентов на рынке.

Пусть )(1 tx  – первый экономический агент,
оператор сотовой связи «Билайн», )(2 tx  – вто�

Болодурина И.П. и др. Оптимальное управление и моделирование инновационного развития...
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Рисунки 1, 2. Динамика абонентской базы (млн. чел.) и средней стоимости минуты пользования услугами
сотовой связи (USD) по России оператора сотовой связи «Билайн» и его конкурентов поквартально
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Рисунки 3, 4. Результат моделирования для квартального объема абонентской базы оператора «Билайн» и его
конкурентов (без учета временного лага): сравнение реальных и модельных данных в интервале с 3�го квартала

2007 г. до 2�го квартала 2008 г.
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рой экономический агент, включающий все ос�
тальные предприятия, предоставляющие услу�
ги сотовой связи на российском рынке. Соглас�
но представленным выше предположениям их
общая динамика может быть описана следую�
щими уравнениями:
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где iε , ikγ , ip , 2,1, =ki  – неизвестные коэффици�
енты модели, τ  – величина запаздывания, ко�
торая также неизвестна, ( )tu1  – средняя сто�
имость минуты связи оператора «Билайн» в мо�
мент времени t, ( )tu2  – средняя стоимость мину�
ты связи остальных операторов в момент вре�
мени t.

Для оценки параметров модели преобразу�
ем систему (9) в интегральную форму:
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Первоначально рассмотрим случай без уче�
та запаздывания, т. е. когда 0=τ , чтобы проде�
монстрировать необходимость введения вре�
менного лага.

Поскольку интегралы в выражениях пос�
ледней системы могут быть приближены линей�
ными функциями, из системы уравнений (10)
(при нулевом запаздывании) получим нелиней�
ную разностную систему с неизвестными коэф�
фициентами:
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Неизвестные коэффициенты включены в си�
стему (11) линейно, следовательно, их можно оп�
ределить, используя метод наименьших квадра�
тов (МНК) [6]. Для идентификации модели вос�
пользуемся только частью данных, а на осталь�
ных данных (интервалом в 1 год: с 3�го квартала
2007 г. до 2�го квартала 2008 г. включительно) про�
верим модель на адекватность [11]. В результате
решения получим модель с коэффициентами:
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Физико�математические науки



19ВЕСТНИК ОГУ №9 (115)/сентябрь`2010

Графики реальной кривой и модельной
приведены на рисунках 3, 4.

Отклонение прогнозных оценок от факти�
ческих данных абонентской базы оператора со�
товой связи «Билайн» и его конкурентов состав�
ляет 4,03% и 4,43% соответственно.

Проверим полученную модель на адекват�
ность с помощью функционала, являющегося
усредненным квадратом ошибки прогноза на
один год:
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* ( )( )] .)()()(exp
21

2222221212 kxkupkxkx −−−− γγε   (13)
В результате найдем значение функциона�

ла качества для модели без запаздывания:
29,525770 =D .

Одним из инструментов укрепления рыноч�
ных позиций предприятия в условиях растущей
конкуренции является улучшение качества и рас�
ширение спектра дополнительных услуг. Таким
образом, перспективы развития и сохранения
прочного положения на рынке во многом зави�
сят от технической и инновационной политики
менеджмента операторов связи [4].

Для того чтобы учесть запаздывание, свя�
занное с разницей во времени между изменени�
ями в рыночной ситуации и принятием управ�
ленческих решений, предположим, что едини�
цей его измерения является квартал, а значит,
величина τ  – целое число. Аналогично преды�
дущим рассуждениям из системы (10) при  �≠τ
получим нелинейную разностную систему с
временным лагом, параметры (величина лага
и коэффициенты модели) которой неизвестны:
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Так как и в случае с запаздыванием коэф�
фициенты входят в систему линейно, для их
вычисления воспользуемся методом наимень�
ших квадратов при различных значениях

,τ 19,...,1=τ . После применения МНК оптималь�
ные коэффициенты становятся функциями
τ : )(τεε ii = , )(τγγ ikik = , ( )τii pp = , 2,1, =ki .

Таким образом, установление параметров
модели проведем в два этапа: для имеющихся
данных (часть данных) построим два функцио�
нала, зависящих от величины лага τ :
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Используя МНК, рассчитаем оптимальные
коэффициенты модели при произвольном τ .

На втором этапе, чтобы выбрать оптималь�
ную величину запаздывания τ , воспользуемся
остатком данных и построим функционал, яв�
ляющийся усредненным квадратом ошибки про�
гноза на один год:
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Вычислим значения функционала качества
для каждого �τ 19,...,1=τ .

В результате расчетов и численных экспе�
риментов окончательно считаем наилучшим
лаг, равный трем кварталам, и модель с опти�
мальными коэффициентами:
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Рисунки 5, 6. Результат моделирования для квартального объема абонентской базы оператора сотовой связи
«Билайн» и его конкурентов: сравнение реальных и модельных данных в интервале с 3�го квартала 2007 г.

до 2�го квартала 2008 г.
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Рисунки 7, 8. Оптимальная тарифная политика и динамика абонентской базы оператора сотовой связи
«Билайн» при использовании оптимальной и фактической тарифной политики

� �

где шкала времени имеет в качестве единицы один
квартал. Приведенные графики (рисунки 5, 6)
демонстрируют расположение модельной кривой
среди реальных данных. Отклонение прогнозных
оценок от фактических данных абонентской базы
оператора сотовой связи «Билайн» и его конку�
рентов составляет 2,49% и 1,38% соответственно.

Экономическая интерпретация полученно�
го результата:

– коэффициент прироста числа абонентов
оператора сотовой связи «Билайн» без учета
эффекта насыщения 

�ε  больше соответствую�
щего коэффициента его конкурентов 

	ε : это
значит, что абонентская база оператора «Би�
лайн» наращивает объемы быстрее, чем абонен�
тская база других операторов сотовой связи;
наибольшее возможное увеличение абонентов
в квартал оператор «Билайн» может осуще�
ствить до 24%, а его конкуренты – до 20%;

– коэффициенты ��γ  отвечают в модели за
изменение спроса на данный вид предоставляе�
мых услуг при увеличении объемов абонентс�
кой базы всех операторов сотовой связи;

– коэффициенты ��  – за уменьшение спро�
са на услуги сотовой связи при увеличении сред�
ней стоимости минуты связи;

– временной лаг составляет три квартала:
такая задержка в реакции соответствует време�
ни изменения качества предоставляемых услуг
сотовой связи, способного изменить конкурент�
ную ситуацию на рынке. Очевидно, что различ�
ные операторы сотовой связи вводят качествен�
ные изменения в предоставляемые услуги за раз�
ное время, но в данном случае использован сред�
ний статистический срок.

Анализ выбранной модели показал, что вве�
дение временного лага в данном случае прино�
сит новую динамику по сравнению с моделью
без лагов. Так отклонение прогнозных оценок от
фактической реализации состояния системы без
учета временного лага составляет до 4,43%, а при
введении временного запаздывания, равного
трем кварталам, отклонение снижается до 2,29%.
Полученный результат свидетельствует, что вве�
дение запаздывания не только естественно, но и
существенно дополняет модель управления по�
ведением предприятия сотовой связи.

Решив задачу идентификации параметров
модели, перейдем к решению задачи оптималь�
ного управления, которая состоит в оптимиза�
ции тарифной политики предприятия сотовой
связи «Билайн» для обеспечения выполнения
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плана развития абонентской базы [7]. В мате�
матических терминах данная задача может быть
представлена в следующем виде.

Необходимо найти такую тарифную поли�
тику оператора «Билайн» [ )Tttu ,0),(1 ∈ , которая
при динамических ограничениях (16) достав�
ляла бы минимум следующему функционалу:

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,min

0

2
1

2
11 ∫ →−+−=

T

QdttxtrTxMuJ  (17)

где М – плановый уровень объема абонентской
базы оператора «Билайн» в конечный момент
времени T, ( ) ( )txtr 1≥ , [ )Tt ,0∈  – плановая траек�
тория изменения фазового вектора оператора
«Билайн» с учетом запаса, гарантирующего вы�
полнение плана и определяемого исходя из прак�
тики планирования на предприятии, Q – сред�
ний уровень расходов одного абонента опера�
тора «Билайн» за пользование услугами связи.

Для решения поставленной задачи приме�
ним принцип максимума Понтрягина для сис�
темы с постоянным запаздыванием.

Решение краевой задачи принципа макси�
мума Понтрягина весьма затруднительно, по�
этому был разработан программный продукт,
реализующий ее численное решение. В его ос�
нове лежит алгоритм метода проекции гради�
ента, учитывающий штрафные слагаемые.

Исследуем влияние плановой траектории
( )tr  развития абонентской базы оператора «Би�

лайн» на характер управления ( )tu1 , в качестве
которого мы приняли усредненную величину
стоимости минуты связи данного оператора. И,
как следствие, проанализируем влияние управ�
ления на прирост числа потребителей услуг
оператора «Билайн». Для этого смоделируем
следующую практическую ситуацию.

Выберем в качестве временного интервала Т
построения оптимального управления промежу�
ток времени в один год, т. е. четыре квартала, и
зададим параметры. Предположим, что количе�
ство абонентов в начальный момент времени 0t

оператора «Билайн» и его конкурентов состав�
ляет 1 и 3 млн. человек соответственно. Мини�
мальный объем абонентской базы ,iη 2,1=i , обес�
печивающий нормальное функционирование
предприятия, зафиксируем на том же уровне. Ми�
нимальное значение средней стоимости минуты
связи оператора «Билайн» возьмем 0,06 USD, мак�
симальное – 0,07 USD. Исходя из имеющихся дан�

ных, среднюю величину расходов одного абонен�
та «Билайн» установим на уровне 12,3 USD [1].

В качестве плановой траектории движения с
учетом запаса выберем следующую последова�
тельность векторов. На промежутке до середины
2�го квартала запланируем прирост абонентской
базы «Билайн» на 10 тыс. (0,01 млн.) человек по
сравнению с фактической траекторией развития
абонентской базы, которая определялась из име�
ющихся данных о фактическом управлении на
рассматриваемом отрезке времени. С середины до
конца второго квартала – на 50 тыс. (0,05 млн.)
человек. До конца 3�го квартала увеличим при�
рост в объеме, равном 100 тыс. (0,1 млн.) человек.
Поскольку в реальной ситуации может возник�
нуть проблема перегруженности сотовой связи,
на интервале с 3�го по 4�й квартал уменьшим пла�
новый прирост до 80 тыс. (0,08 млн.) человек.

В результате расчетов получим, что с 1�го
квартала рассматриваемого периода алгоритм
предполагает снижение стоимости минуты свя�
зи и минимально возможное значение (0,05 USD)
фиксирует с середины 3�го квартала. Далее ал�
горитм предполагает повышение стоимости ми�
нуты связи, и к концу 4�го квартала она достига�
ет максимальной величины (0,07 USD). Графи�
ческое представление оптимального и фактичес�
кого управления представлено на рисунках 7, 8.

В таблице 1 приведены значения планиру�
емого прироста абонентов «Билайн» и получен�
ные в результате оптимального управления.

Анализируя развитие абонентской базы
оператора «Билайн», полученное в результате
оптимальной тарифной политики, и динамику
плановой траектории развития абонентской
базы, а также результаты таблицы 1, можно зак�
лючить следующее. Предложенный в качестве
критерия качества квадратичный функционал,
минимизирующий отклонение от плановой тра�
ектории развития абонентской базы оператора
сотовой связи с учетом запаса, позволяет рас�

Таблица 1. Сравнение планируемого прироста
абонентской базы и прироста, полученного

в результате оптимальной тарифной политики

���������	�
�
�����	������

����������
�������������
���

��������
������
�� ���������

��������� ��� � �

!�������� ��� ���

!��� �� ���� "��

! ��#�� "�� "$�

Болодурина И.П. и др. Оптимальное управление и моделирование инновационного развития...



22 ВЕСТНИК ОГУ №9 (115)/сентябрь`2010

сматривать различные сценарии поведения
предприятий на рынке и находить управлен�
ческие решения, реализующие эти сценарии.

Созданный программный продукт обеспе�
чивает руководителей предприятия сотовой
связи инструментарием поддержки принятия
управленческих решений по разработке меро�
приятий в части тарифной политики для вы�
полнения плана объема абонентской базы.

Следует отметить, что уточнение пара�
метров модели при поступлении новой ин�
формации об абонентской базе и тарифной
политике операторов позволит повысить точ�
ность моделирования, прогнозирования, оце�
нивания потенциальной емкости рынка и эф�
фективность управления поведением пред�
приятия в условиях конкуренции на рынке
предоставляемых услуг.

6.05.2010
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Bolodurina I.P., Bolodurina M.P., Ogurtsova T.A.
Optimal control and simulation of  innovation development of telecommunication branch
The work offers dynamic model of enterprise behavior in the telecommunication field in the form of the system

of differential equations with the delay. The parameters of the represented model are determined on the base of
real data of the volume of user base and tariff policy of the operators of mobile connection. The problem of
optimal control of the behavior of enterprises taking into account delay is numerically solved.

The key words: Mathematical model, differential equations with the delay, optimal control, the identification of
the parameters, Pontryagin’s maximum principle.
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