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Были построены модели экономической
динамики Хорезмской области Республики Уз�
бекистан за 1997–2007 гг. Исходные данные, со�
бранные по данным Госкомстата Узбекистана,
приведены в таблице 1.

Для того чтобы построить модель экономи�
ческой динамики, эти данные были приведены
к безразмерным величинам.

Попытка построить производственную
функцию Кобба–Дугласа на этих данных ока�
залась бессмысленной, поскольку модель, ко�
эффициенты которой были найдены с помо�
щью метода наименьших квадратов (МНК),
имеет вид:

 Qt=0,9471Kt
4,0021Lt

�3,0021,                   (1)
а показатели степени функции Кобба–Дугла�
са, как известно, лежат в пределах от нуля до
единицы. Поэтому данная производственная
функция для анализа экономической динамики
применима быть не может.

Простая степенная производственная фун�
кция, коэффициенты которой также были най�
дены с помощью МНК по безразмерным дан�
ным таблицы 1, имеет такой вид:

Qt=0,87 Кt
2,17766 Lt

3,10876.                      (2)
Значит, эластичность использования капи�

тальных ресурсов за 1997 – 2007 годы в Узбеки�
стане составила 2,17766 единицы, а эластич�
ность использования трудовых ресурсов –
3,10876 единицы. В соответствии с ранее полу�
ченными результатами

1R

Q R
QR RQ

R Q
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∆ ,

это говорит о том, что производственные мощ�
ности экономики Хорезмской области суще�
ственно недозагружены, поэтому увеличение лю�
бого ресурса – капитального или трудового –
приведет к существенному росту эффективнос�
ти производства.
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Таблица 1. Данные экономического развития экономики Хорезмской области Узбекистана
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Для построения модели экономической ди�
намики недостаточно иметь производственную
функцию, необходимо описать и другие взаи�
мосвязи этой модели. Поскольку ВРП исполь�
зуется на потребление и накопление, то по дан�
ным табл. 1 следует вычислить норму накопле�
ния с, которая отражает ту часть ВРП, которая
идет на инвестиции. Эта доля оказалась чрез�
вычайно малой – всего 0,04. То есть величина
инвестиций в год t определяется с помощью этой
нормы накопления так:

 It=0,04Qt.                                 (3)
Инвестиции способствуют приросту ос�

новных производственных фондов будущего
года K

t+1
 и выражаются через устаревшие фон�

ды Kt с учетом доли выбывших за год основных
производственных фондов м. При вычислении
этой доли мы столкнулись с неожиданностью,
поскольку доля выбытия основных фондов ока�
залась… отрицательной и равна �0,0093. То
есть фонды не выбывают, а наоборот, прирас�
тают и прирост этот существенно превышает
величину инвестиций. Этот парадоксальный
результат может быть объяснен (исключая
возможность статистической недостоверности
данных государственной статистики) следую�
щим образом.

 После объявления республиками бывшего
СССР независимости и разрыва как результа�
та этой независимости основных хозяйственных
связей между предприятиями республик мно�
гие производства либо перестали существовать,
либо работали с очень малой загрузкой произ�
водственных фондов. В этих условиях часть ос�
новных фондов была выведена из статистичес�
кого баланса как неиспользованная в хозяй�
ственных целях, например пустующие помеще�
ния и тяжелые станки. Незначительные инвес�
тиции в такие основные фонды способствовали
их «реанимации», и поэтому прирост стоимос�

ти основных фондов оказался выше, чем инвес�
тиции в основные фонды.

С учетом этого динамика капитального ре�
сурса за рассматриваемый период описывается
следующей моделью:

Kt+1 = 1,0093 Кt +It.                      (4)
Число занятых в экономике не принесло по�

добных сюрпризов. Прирост занятых составил
2% в год (н=0,02), поэтому число занятых в эко�
номике Lt+1 определяется через число занятых в
текущем году L

t
 с учетом годового темпа приро�

ста числа занятых (н) так:
Lt+1=1,02Lt.                                (5)

Уравнения (2) – (5) и составляют модель
экономической динамики для Хорезмской об�
ласти Узбекистана. Однако попытка использо�
вать эту модель для прогнозирования экономи�
ческого развития области потерпела неудачу.
Как видно из данных таблицы 2, эта модель мо�
делирует невиданный рост объемов производ�
ства. Очевидно, что ни одна из областей такими
темпами развиваться не может, значит, модель
содержит в себе ошибку.

Бурный рост валового регионального про�
дукта в модели вызван тем, что показатель сте�
пени капитального ресурса в производственной
функции (2) больше двух. Это означает, что уве�
личение капитального ресурса, например, в два
раза приведет к росту производственного ре�
зультата более чем в четыре раза. Следователь�
но, несмотря на то, что модель производствен�
ной функции неплохо описывает прошлую ди�
намику, использовать ее в модели экономичес�
кой динамики Хорезмской области нельзя.

В ряду производственных функций дей�
ствительных переменных известна и производ�
ственная функция в аддитивной форме. Она
довольно проста и не обладает теми замечатель�
ными теоретически выводимыми свойствами,
которые присущи степенной производственной
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Таблица 2. Траектория экономического развития Хорезмской области по модели
со степенной производственной функцией
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Математические и инструментальные методы экономики

функции. Поскольку основной задачей нашего
исследования является построение модели эко�
номической динамики Хорезмской области, пре�
небрегать возможностью использования этой
модели нет смысла, тем более, что наиболее по�
пулярные производственные функции проде�
монстрировали свою неприемлемость.

Простая линейная модель производственной
функции в аддитивной форме будет иметь вид:

ttt cLbKaQ ++=                      (6)

Метод наименьших квадратов позволяет
оценить коэффициенты этой модели по данным
Хорезмской области следующим образом:

6114,13008,109819,3 −+= ttt LKQ        (7)
Используя эту модель и найденные ранее

соотношения (3)–(5), можно использовать их
вместе как модель экономической динамики и
выполнить прогноз экономической динамики
Хорезмской области на перспективу. Результа�
ты этого прогноза приведены в таблице 3.

Полученные расчетные значения следует
признать правдоподобными, поскольку эконо�
мический рост, описанный в таблице, вполне
укладывается в рамки возможных траекторий.
Таким образом, простая линейная модель про�
изводственной функции оказывается в рассмат�
риваемом случае более пригодной для модели�
рования экономической динамики, нежели бо�
лее сложные нелинейные модели.

Помимо производственных функций дей�
ствительных переменных в моделях экономи�
ческой динамики могут использоваться и про�
изводственные функции комплексных перемен�
ных. Из возможного многообразия этих функ�
ций оценим возможность использования про�
изводственной функции комплексных перемен�
ных с действительными коэффициентами:

( )b
t t t tI iC a K iL+ = + .                   (8)

О возможности использования этого вида
модели производственной функции в модели
экономической динамики можно судить по тому,
как меняются ее коэффициенты во времени, ведь
в отличие от степенной производственной фун�
кции действительных переменных, для точеч�
ной оценки коэффициентов которой необходи�
мо иметь наблюдения за тремя временными
моментами, коэффициенты модели (6) легко
находятся по одному наблюдению. Действи�
тельно, прологарифмировав левые и правые

части (6), например, по натуральному основа�
нию, получим:

)ln(ln)ln( tttt iLKbaiCI ++=+ .        (9)

Или, вспомнив свойства логарифма комп�
лексного числа:

ln ln lnnt t pt tR i a b R ibϕ θ+ = + + ,     (10)

Здесь 22
ttnt CIR += , 22

ttpt LKR += ,

t

t
t I

C
arctg=ϕ ,

t

t
t K

L
arctg=θ .

Поскольку два комплексных числа равны
друг другу только тогда, когда равны друг дру�
гу действительные и мнимые части этих чисел,
получается, что равенство (10) равносильно
системе равенств:

0ln ln ln ,

.
nt pt

t t

R a b R

bϕ θ
= +

 =
                  (11)

Из второго равенства легко найти для каж�
дого t величину коэффициента b, а из первого,
зная это значение коэффициента, – найти ко�
эффициент a. Анализируя изменение во време�
ни этих коэффициентов, можно принять реше�
ние о пригодности или непригодности модели к
реальному использованию. Если коэффициен�
ты не будут претерпевать существенных изме�
нений во времени, а будут оставаться примерно
постоянными, то модель (6) может быть исполь�
зована для моделирования реального процес�
са. В таблице 4 приведены расчеты коэффици�
ентов a и b, осуществленные по формулам (11).

Легко убедиться в том, что каждый из ко�
эффициентов комплекснозначной модели меня�
ется во времени. При этом изменение каждого
коэффициента не носит случайный характер, а
наоборот, имеет ярко выраженную системати�
ческую составляющую. Это говорит о том, что
модель производственной функции комплекс�
ных переменных не может быть использована
для решения поставленной задачи.

Рассмотрим возможность использования
логарифмической комплекснозначной функции
типа:

)ln()()( 1010 tttt iLKibbiaaCI ++++=+ . (12)

И вновь для этой модели, как и для боль�
шинства моделей комплексных переменных,
имеется возможность не только рассчитать ко�
эффициенты моделей с помощью МНК, но и
оценить значения каждого коэффициента для
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каждого момента наблюдения, что является нео�
споримым преимуществом комплекснозначных
производственных функций. Если провести
предварительное центрирование исходных пе�
ременных производственного результата отно�
сительно их средних арифметических, то мож�
но получить такую систему двух уравнений с
двумя неизвестными коэффициентами:





+=′
−=′

tt

ttt

bRbC

bRbI

ϕ
ϕ

01

10

ln

ln
.                    (13)

Как видно, решая это уравнение, можно
получить оценку комплексного коэффициента
пропорциональности модели (12) в каждый
момент наблюдения. Результаты расчета для
Хорезмской области приведены в таблице 5.

И вновь можно убедиться в том, что коэф�
фициенты модели меняются систематически,
следовательно, логарифмическая комплексно�
значная производственная функция не может
использоваться для моделирования экономичес�
кой динамики Хорезмской области.

Так же, как и в случае с производственными
функциями действительных переменных, по�
смотрим, будет ли пригодна для моделирования
Хорезмской области линейная комплекснознач�
ная функция. Применительно к рассматривае�
мому случаю она имеет следующий вид:

))(()( 1010 tttt iLKibbiaaCI ++++=+ .  (14)

Вновь рассмотрим возможность примене�
ния этой функции для описания динамики эко�
номики Хорезмской области республики Узбе�
кистан. Для этого рассмотрим динамику комп�
лексного коэффициента пропорциональности
на исходном отрезке времени. Если использо�
вать центрированные переменные, то эти ко�
эффициенты легко находятся из решения сис�
темы уравнений:





′+′=′
′−′=′

ttt

ttt

KbLbC

LbKbI

10

10
.                      (15)

Поэтому легко для каждого года наблюде�
ний рассчитать соответствующую пару коэф�
фициентов. Результаты вычислений сведены в
таблицу 6.

По данным этой таблицы можно заметить,
что как коэффициент b

0
, так и коэффициент b

1

не остаются неизменными. Однако ни тот, ни
другой коэффициент не имеют ярко выражен�

Таблица 5. Коэффициенты пропорциональности
логарифмической модели (12), рассчитанные

по данным Хорезмской области
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Таблица 6. Коэффициенты пропорциональности
логарифмической модели (14), рассчитанные

по данным Хорезмской области
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Таблица 3. Траектория экономического развития
Хорезмской области по модели с линейной

производственной функцией
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Таблица 4. Коэффициенты степенной модели (6),
рассчитанные по данным Хорезмской области
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ной тенденции к росту или падению или какой�
либо иной тенденции. Это означает, что линей�
ная комплекснозначная производственная фун�
кция может быть использована для расчета эко�
номической динамики Хорезмской области.
Используя МНК применительно к этой моде�
ли, получим такой вид модели:

))(()( tttt iLKiiiCI ++++=+ .       (16)

Таким образом, мы пришли к выводу о том,
что из всего многообразия производственных
функций действительных и комплексных пере�
менных наиболее пригодными для моделиро�
вания экономической динамики Хорезмской
области являются линейные функции. Есте�
ственно, что этот вывод нельзя распространить
на все другие случаи, он применим для данной
области и в рассматриваемый промежуток вре�
мени. Так как в нашем распоряжении имеются
две линейные модели производственной функ�
ции (действительных и комплексных перемен�
ных), сравним результаты того, как они моде�
лируют динамику развития Хорезмской облас�
ти на перспективу для того, чтобы сделать вы�
бор наилучшей модели из этих двух.

Первая модель экономической динамики
Хорезмской области представляет собой модель
действительных переменных следующего вида:

6114,13008,109819,3 −+= ttt LKQ   (17)

It=0,04Qt.                             (18)
K

t+1 = 1,0093 К
t
 +I

t
.                   (19)

Lt+1=1,02 Lt.                           (20)
Результаты расчета экономической динами�

ки по этой модели представлены в таблице 3.
Другая модель динамики Хорезмской области –
модель экономической динамики с комплексноз�
начной линейной производственной функцией.
Поскольку производственная функция (16) по�
зволяет вычислять разделение валового продук�
та на потребление и накопление, модель имеет
такой вид:
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Kt+1 = 1,0093 Кt +It.                     (22)
L

t+1=1,02 L
t
.                              (23)

Сведем результаты расчетов экономической
динамики Хорезмской области на перспективу
до 2012 года в одну таблицу. Но предваритель�
но необходимо заметить, что сумма двух пере�

менных производственного результата в левой
части равенства (21) дает нам величину вало�
вого регионального продукта:

ttt CIQ += ,                            (24)

которая и включена нами в итоговую таблицу 7.
Сравнительный анализ траекторий разви�

тия Хорезмской области, полученных моделью
с производственной функцией действительных
переменных (17)–(20) и моделью с производ�
ственной функцией комплексных переменных
(21)–(23), показывает следующее.

Модель с действительными переменными
(17)–(20) демонстрирует уверенный рост вало�
вого регионального продукта с незначительным
нелинейным приростом – для промежутка меж�
ду 2009 и 2008 годом он составляет 0,57, а для
промежутка между 2011 и 2012 годом он состав�
ляет уже 0,77. Такие результаты легко объясни�
мы – модель продолжает тенденции, существо�
вавшие в 1997–2007 годах, в том числе и рост
капитала.

Напротив, модель экономической динами�
ки с комплекснозначной линейной производ�
ственной функцией (21)–(23) вычисляет тра�
екторию снижения объема валового региональ�
ного продукта (ВРП). Если в 2008 году эта мо�
дель вычисляет ВРП от 1997 года, взятого за
базу, то уже в 2012 году вычисляет от 2008.

С учетом того, что современный мировой
экономический кризис приводит к снижению
объемов производства и объемов валовых про�
дуктов всех стран и практически всех регионов,
получается, что модель экономической динами�
ки с комплекснозначной производственной фун�
кцией точнее описывает реальную ситуацию,
нежели модель с производственной функцией
комплексных переменных.

Таблица 7. Сравнительные траектории
экономического развития Хорезмской области
по разным моделям экономической динамики
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Svetunkov S.G., Abdullaev I.S.
Economic forecasting with help of line production function of complex variables
The authors of the article regard one of the important problems of the bases of modern theory of functions of

complex variables and determination of possibility of their use in economy. Also they show construction and
research of line production functions of complex variable for revealing of such their features which can be used
at the planning of economic activity.
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Для того чтобы использовать любую мо�
дель экономической динамики для целей соци�
ально�экономического прогнозирования, конеч�
но, необходимо использовать адаптивные ме�
тоды, которые позволяют так изменять коэф�
фициенты модели экономической динамики,
чтобы они учитывали текущую информацию в
большей степени, чем предыдущую, а значит,
адаптировали модель к изменениям в тенден�

циях развития. Но это – задача другого иссле�
дования. Данное исследование показало, что
производственные функции комплексных пере�
менных не только могут использоваться в каче�
стве основных уравнений в моделях экономи�
ческой динамики, но и в некоторых случаях с их
помощью эта динамика моделируется лучше,
нежели с помощью моделей действительных
переменных.
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