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Введение
Поведение скального массива часто опре�

деляется наличием в нем нарушений сплошно�
сти. К таким нарушениям относятся разломы,
плоскости напластования, пустые или запол�
ненные грунтом зияющие трещины. Эти ослаб�
ления определяют направление возможного раз�
рыва или взаимного скольжения частей массива.

Экспериментальные данные показали, что
при сжатии и сдвиге в зияющих трещинах гор�
ного массива возникают нормальные раскрытия
и сдвиги по берегам трещины. Подобные задачи
вызывают огромный интерес и находят свое боль�
шое практическое приложение при сдвижении
горных пластов, устойчивости бортов карьеров
и выработок, поиске и разработке полезных ис�
копаемых, оценке последствий горных ударов и
землетрясений. Для описания данного процес�
са были предложены модель пилообразной тре�
щины [1, 4–6], модели Р. Гудмана [1–3], дила�
тансионная модель [1, 4, 7], вязко�пластические
модели [8], модель Е. Андерсона [9, 10], модели
М. Чиннэри [9, 11–13] и Т. Маруямы [9, 14].

Данные модели рассматривают только слу�
чаи, когда к берегам основной трещины приложе�
ны напряжения, и устанавливают связь между
напряжением и раскрытием зияющей трещины.

Коэффициенты интенсивности напряже�
ний в конце трещины являются основными кри�
териями в линейной механике разрушения по
оценке роста и развития трещин. Поэтому для
объективной оценки механизма формирования
трещины разрыва при сжатии и сдвиге возни�
кает необходимость в установлении связи меж�
ду напряжениями и смещениями с коэффици�
ентами интенсивности напряжений.

В настоящее время разрывные смещения
породы определяются в основном с помощью
периодически возобновляемых геодезических
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измерений. Данные эксперименты проводят для
контроля сдвижения земной поверхности, для
обеспечения безопасной работы газо� и нефте�
проводов, реакторов АЭС, железных дорог, тун�
нелей, плотин, мостов, линий электропередачи и
других инженерных сооружений и коммуникаций.

Целью данного исследования является раз�
работка аналитических представлений коэффи�
циентов интенсивности напряжений первого и
второго рода для трещины, к берегам которой
приложены сжимающие и сдвиговые смещения
и напряжения.

Постановка задачи
Плоскодеформированное состояние упру�

гой среды описывается в декартовой системе
координат уравнениями равновесия
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Компоненты деформаций определяются
выражениями
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Физико�математические науки

В уравнениях использованы следующие
обозначения: yx uu ,  – компоненты вектора пе�
ремещений; yyxyxx σσσ ,,  – компоненты тензора
напряжений; yyxyxx εεε ,,  – компоненты тензо�
ра деформаций; ν  – коэффициент Пуассона; Е –
модуль Юнга.

Следуя работе [5], введем понятие основ�
ной трещины для того участка трещины, на ко�
тором заданы смещения, а зияющей трещины –
на той части трещины, где заданы напряжения.

Численный алгоритм
Для решения поставленной задачи прово�

дим вычислительный эксперимент, который
включает в себя следующую последователь�
ность действий.

1. Решение системы линейных уравнений
методом разрывных смещений [15].

Система линейных уравнений имеет следу�
ющий вид:
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Здесь N – количество всех граничных эле�
ментов; M – количество граничных элементов,
на которые разбивается основная трещина;

j
s

j
n DD ,  – компоненты разрывов смещений j�го

отрезка трещины в нормальном и касательном
направлениях соответственно; i

su , i
nu – касатель�

ные и нормальные смещения i �го отрезка тре�
щины соответственно; i

n
i
s σσ ,  – касательные и

нормальные напряжения соответственно, задан�
ные на участке ОВ; ssijnnijnsijsnijssij ABBBB ,,,,,

nnijnsijsnij AAA ,,  – фундаментальные решения.

2. Построение аппроксимаций нормально�
го nD  и сдвигового sD  раскрытия зияющей
трещины в следующем виде:
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3. Определение аналитических представле�
ний коэффициентов интенсивности напряже�
ний первого и второго рода, необходимо исполь�
зовать следующие соотношения [16]:

xL
D

v
GK n

Lx
I −

⋅
−⋅

⋅−=
→
lim

)1(22
π

,      (5)

xL
D

v
GK s

Lx
II −

⋅
−⋅

⋅−=
→
lim

)1(22
π

,     (6)

где IК , IIK  – коэффициенты интенсивности
напряжений первого и второго рода соответ�

ственно, 2/3/ мН ; 
)1(2 v

EG
+⋅

=  – модуль сдвига,
2/ мН ; )0,()_0,( +−= xuxuD nnn  – нормальные

раскрытия берегов зияющей трещины;
)0,()_0,( +−= xuxuD sss  – сдвиговые рас�

крытия берегов зияющей трещины;
)0,();_0,( +xuxu nn – нормальные смещения

нижнего и верхнего берегов трещины, м;
)0,();_0,( +xuxu ss – сдвиговые смещения

нижнего и верхнего берегов трещины, м; L –
длина трещины ОВ, м.

Результаты расчетов
На рисунке 1 приведена схема, по услови�

ям которой основная трещина находится под
действием сжимающих и касательных смеще�
ний, а зияющая трещина – под действием сжи�
мающих и касательных напряжений.

Краевые условия для данной задачи имели
следующий вид:
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Здесь qpuu sn ,,, 00  – заданные величины.
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Согласно предложенному алгоритму были
построены следующие функциональные зави�
симости нормального и сдвигового раскрытия
зияющей трещины:
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В таблице 1 и на рис. 2 приведены резуль�
таты сравнения расчетов раскрытия берегов
трещины ОВ, вычисленные по формуле (8) и
численно, при следующих входных значениях:

10;102,1;01,0 600 =⋅=== − KмuuмL ns  – коли�
чество граничных элементов, на которые раз�
бивается зияющая трещина OB;

МПаEvмНqp 424 103;3,0;/108,9 ⋅==⋅== .
Коэффициенты интенсивности напряже�

ний, когда берега разреза находились под дей�
ствием нормальных и сдвиговых смещений, оп�
ределялись по формулам (5) и (6).

В таблице 2 и на рис. 3 представлены ре�
зультаты сопоставления численных расчетов и
расчетов нормального раскрытия зияющей тре�
щины, выполненных на основе соотношения (7)
для случая, когда 00 10 ns uu = , при тех же вход�
ных данных.

Для примера была рассмотрена небольшая
разбивка зияющей трещины 10=K , но даже при
такой разбивке выбранный алгоритм решения
задачи является достаточно устойчивым, что и
показывают результаты численных расчетов.
Так относительная погрешность решений, при�
веденных в таблице 1, составляет в среднем 4%,
а в таблице 2 – 9%.

На основании разработанного алгоритма
были получены коэффициенты интенсивности
напряжения первого и второго рода:
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Формула (9) справедлива, когда 00 7,4 ns uu ≥ .
Таким образом, для описания физических

процессов, которые протекают в трещиноватых
горных массивах, в работе установлены крите�

Таблица 1. Результаты моделирования сдвигового
раскрытия зияющей трещины

sD , см 
K x, см расчеты 

по формуле (8) 
численное 
решение 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

0,05 
0,15 
0,25 
0,35 
0,45 
0,55 
0,65 
0,75 
0,85 
0,95 

-0,0002572 
-0,0002236 
-0,0001991 
-0,0001779 
-0,0001583 
-0,0001390 
-0,0001195 
-0,0000987 
-0,0000748 
-0,0000424 

-0,0002465 
-0,0002179 
-0,0001955 
-0,0001757 
-0,0001572 
-0,0001391 
-0,0001208 
-0,0001014 
-0,0000795 
-0,0000521 

Таблица 2. Результаты моделирования нормального
раскрытия зияющей трещины

nD , см  
N 

 
x, см расчеты  

по формуле (7) 
численное 
решение 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

0,05 
0,15 
0,25 
0,35 
0,45 
0,55 
0,65 
0,75 
0,85 
0,95 

-0,0002422 
-0,0002119 
-0,0001896 
-0,0001702 
-0,0001519 
-0,0001339 
-0,0001155 
-0,0000957 
-0,0000728 
-0,0000414 

-0,0002989 
-0,0002489 
-0,0002040 
-0,0001734 
-0,0001477 
-0,0001249 
-0,0001040 
-0,0000839 
-0,0000635 
-0,0000401 
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Рисунок 1. Математический разрез упругой
плоскости с зияющей трещиной отрыва и сдвига

Полкунов Ю.Г., Спиридонова Е.В. Математическая модель хрупкого разрушения...
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рии развития зияющей трещины, к берегам ко�
торой приложены сжимающие и сдвиговые сме�
щения и напряжения.

Выводы
1. Сформулирована новая математическая

модель, которая в отличие от моделей, приве�
денных другими исследователями, описывает
формирование трещины нормального разры�
ва под действием и смещений и напряжений.

2. Разработан численный алгоритм обра�
зования трещины нормального разрыва, когда
к берегам разреза приложены смешанные крае�
вые условия.

3. Разработаны новые аналитические пред�
ставления коэффициентов интенсивности на�
пряжений первого и второго рода, которые опи�
сывают новый механизм развития трещины
отрыва при сжатии и сдвиге.

4. Установлены прямо пропорциональные
линейные зависимости коэффициентов интен�
сивности напряжений первого и второго рода,
от сжимающих и сдвиговых смещений точек бе�
регов основной трещины.

5. Установлена связь между сдвиговыми и
нормальными смещениями, при которой осуще�
ствляется нормальное раскрытие берегов зия�
ющей трещины.
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Рисунок 3. Нормальное раскрытие зияющей
трещины, вычисленное:

– аналитически и – – численно
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Рисунок 2. Сдвиговое раскрытие зияющей трещины,
вычисленное:

 – – аналитически и – численно
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