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Статья посвящена описанию модели колебания тонких прямоугольных пластинок. Приведен
численный расчет процесса.
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Имеем тонкую прямоугольную пластинку
размером а х в. Начало координат возьмем в
углу пластинки на середине ее толщины. Ось
0х направим вдоль стороны длиной а, ось 0у
направим вдоль стороны длиной в, а ось 0z на�
правим вниз. В работе [2] было получено урав�
нение свободных колебаний тонкой пластинки.
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Граничные условия
а) край оперт

w=0,                              (3)
б) край защемлен
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Начальные условия
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Решение уравнения ищем в виде
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где Xn(x) берется из уравнения
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cм. [1] .
Решение уравнения (7) имеет вид
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где постоянные 



 �������  – определяются по
граничным условиям.

В таблице 1 даны формулы, определяю�
щие функции 
�  для соответствующих гра�
ничных условий и характеристические урав�
нения.

Подставим (6) в (1), с учетом (7), получим
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Умножаем (9) на �� ′′  и интегрируем от 0 до
а. С учетом ортогональности системы функ�

ций{ }
� ′′  и взаимной ортогональности систем

функций{ }
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С учетом, см.[1], что
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Обозначим
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Таблица 1
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Окончательно

0=β+′′α+ 




	�

 ���                  (11)

Характеристическое уравнение, соответ�
ствующее этому линейному дифференциально�
му уравнению, имеет корни, два из которых все�
гда действительны, а два других могут быть и
мнимыми.
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к1 и к2 , также как и к3 и к4 будут отличаться толь�
ко знаками, а потому
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λ  берется из соответствующего характеристи�
ческого уравнения в таблице 1.

В таблице 2 даны формулы, определяющие
функции 
�  для соответствующих граничных
условий и уравнения частот.

Каждое 
�  на самом деле имеет еще и по�
стоянный множитель, который определяется с
помощью начальных условий, но для этого нуж�
но, чтобы система собственных форм колебаний
пластинки была ортогональной по переменной
у. Удовлетворяя граничным условиям для урав�
нения (11), получим уравнение частот, где час�
тота собственных колебаний 
ω  будет функци�
ей параметра 
λ . Задаваясь величиной 
λ , по�
лучим бесконечное множество значений 
ω .

Располагая их по возрастанию и нумеруя
по m, обозначим каждое значение частоты как


�ω . Так как начальная фаза тоже будет зави�
сеть от m, то вместо 
δ , будем писать 
�δ , а 
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представится в виде ряда
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Подставляя (14) в (11) и, полагая, что каж�
дый член ряда (14) является решением уравне�
ния (11), получим
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а решение (6) примет вид
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Решения, даваемые таблицей 2, будут под�
ходить и для уравнения (15) нужно только в 
�1

и 
�3  заменить 
ω  на 
�ω .
Покажем, что функции, которые дает таб�

лица 2, ортогональны на отрезке [0, b].
Рассмотрим сначала следующий интеграл,

который берем по частям.
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Отсюда, с учетом граничных условий
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Рассмотрим следующую систему уравнений
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Технические науки

Таблица 2

�
�  подставляется из (12).
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Вычтем из первого уравнения второе и про�
интегрируем от 0 до в.

С учетом (17), получим
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Рассмотрим следующий интеграл
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С учетом полученного имеем
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Как это следует из таблицы 2, функции ��

непрерывны на [0,b].
Прежде чем двигаться дальше, докажем те�

орему аналогичную Обобщенной теореме о
среднем (см [3]), которую назовем Третья тео�
рема о среднем.

Пусть f(x) непрерывна, а g(x) интегрируема
на отрезке [a, b] и m≤f(x)≤M на этом отрезке, тогда
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где a≤c≤b что и требовалось;
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б) Пусть m<0, M>0 и �;� �  тогда f(x)
возьмем в следующих пределах �;8
9:� ≤≤  да�
лее все так же, как и в а), но здесь �;� ≤µ≤
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далее все как в а).
Теперь рассмотрим интеграл, стоящий в

правой части формулы (18)
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му интегралу можно применить доказательную
теорему. Поскольку

��′  непрерывна на [0, b], то
она там принимает наибольшее и наименьшее
значение, тогда согласно теореме
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что следует из граничных условий.

Теперь из начальных условий (5) для оп�
ределения 
��  и 
�δ  из (14) и (16) будем иметь
два уравнения
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