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Развитие спинтроники [1] и наноэлектрони�
ки [2] сделало актуальной и практически важной
классическую проблему квантовой механики –
влияние измерительного прибора на состояние
квантовой системы, в том числе и вопрос о «физи�
ческом» происхождении коллапса волновой фун�
кции при измерении квантового состояния. При�
мером нетривиального влияния процесса изме�
рения и измерительного прибора на эволюцию
квантовой системы является квантовый эффект
Зенона [3, 4]. Суть этого эффекта заключается в
замедлении эволюции квантового объекта в ре�
зультате повторных измерений состояния. В пре�
деле непрерывных измерений возможно  эффек�
тивное выключение квантовых переходов и «за�
мораживание» системы в исходном (даже возбуж�
денном) состоянии. Недавно в работе [5] было
показано, что процесс квантовых измерений спо�
собен влиять на термодинамические свойства из�
меряемой системы и термостата, например не тем�
пературу и энтропию. Цель данной работы – по�
казать, что процесс измерения может быть дви�
жущей силой этой эволюции, и рассчитать веро�
ятность перехода в возбужденное состояние.

Для достижения цели поставлены следую�
щие задачи:

1. Получить аналитическое решение стоха�
стического уравнения Неймана � Лиувилля для
двухуровневой системы.

2. С помощью найденного решения рассчи�
тать кинетику населенности возбужденного
уровня.

3. Определить аналитический вид возмож�
ного сигнала.

В работах [6, 7] показано, что аналогом про�
цесса измерения являются селективные процес�
сы, т.е. такие процессы, развитие которых зави�
сит от состояния системы в данный момент.
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Поэтому теория квантовых измерений важна и
для построения теорий необратимых селектив�
ных процессов и реакций, например для спин�
селективных реакций.

Рассмотрим двухуровневую систему,  изна�
чально находящуюся в одном из собственных
состояний гамильтониана H, например в основ�
ном состоянии 1ψ . Пусть 111 ψ=ψ ��  и

222 ψ=ψ �� , где 1ψ  и 2ψ  – ортогональные
собственные функции гамильтониана, а E

1
 и E

2

– соответствующие значения энергии, и E2 > E1.
Очевидно, что невозмущенная прибором систе�
ма,  находясь в собственном состоянии гамиль�
тониана, не эволюционирует. Она будет оста�
ваться в этом состоянии  бесконечно долго, а
вероятность  обнаружить частицу в другом соб�
ственном состоянии равна нулю W2=0.

Пусть измерительный прибор селективно (с
вероятностью w) детектирует и поглощает из
ансамбля только частицы, находящиеся  в про�
извольном суперпозиционном  состоянии

3ψ =c1 1ψ +c2 2ψ , которое не является соб�
ственным состоянием гамильтониана H. В каче�
стве 3ψ  могут выступать, например, собствен�
ные функции оператора проекции спинового
момента на произвольную ось, отличную от оси
квантования, оператор проекции импульса час�
тицы или кинетической энергии и т.д. В общем
случае коэффициенты c

1
 и c

2
 могут быть комп�

лексными величинами, однако мы здесь ограни�
чимся только действительными значениями.

В данной работе мы придерживаемся тради�
ционных представлений о действии измеритель�
ного прибора как «идеального фильтра» [8, 9]. Он
селективно реагирует только на частицы, нахо�
дящиеся в состоянии 3ψ , необратимо поглоща�
ет их и не реагирует на остальные. Взаимодей�
ствие квантовых частиц с прибором заставляет
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описывать измеряемую двухуровневую систему с
помощью матрицы плотности.

Состояние ансамбля двухуровневых частиц,
взаимодействующих с измерительным прибо�
ром, описывается модифицированным уравне�
нием Неймана [10] для матрицы плотности ρ:

����
�

��	
�
�

�
33

1

2
ρ+ρ−ρ−=ρ −

� .              (1)

Здесь P3= 33 ψψ  – оператор проектирова�
ния в суперпозиционное состояние. Вероятность
w является мерой «эффективности» измеритель�
ного прибора. Если обе величины c

1
 и c

2
 не рав�

ны нулю, то оператор P
3
 не коммутирует с га�

мильтонианом H. Коммутатор этих операторов
( )1221213 ψψ−ψψ∆= ������	
             (2)

имеет вид оператора переходов из состояния
1ψ  в 2ψ  и обратно, и ω∆=−=∆ �12 ��� .

Уравнение (1) описывает необратимый
процесс, в котором число частиц не сохраняется,
поэтому матрица плотности ρ нормирована на
1 только в начальный момент t=0 и ( ) 110 ψψ=ρ .
Однако если учесть частицы, поглощенные при�
бором, то общее число частиц в системе сохраня�
ется в течение всего процесса эволюции и изме�
рения. Условие нормировки выполняется для
полной матрицы плотности ρ

f
(t) =ρ(t) ⊕ ’ρ(t),

где ρ’(t) – матрица плотности частиц, поглощен�
ных измерительным прибором.

Уравнение (1) имеет точное формальное
решение

( ) ( ) ( ) ( )�������� � 0ρ=ρ                        (3)

где ( ) �����
��	

�� +=+=
2

1

2
3

�
,

( ) ��� �����
��	

�� +=+−=
2

1

2
3

�

.

Здесь A, A*, B и B* – неэрмитовы матрицы,
описывающие обратимую и необратимую эволю�
цию системы с селективным выбыванием частиц,
а I – единичная матрица. При таком представле�
нии матриц B и B* неэрмитовы матрицы A и A*
оказываются бесследовыми матрицами, размер�
ность которых 2×2; они обладают свойством

( ) ( ) ( )���
�

�
������� +=                 (4)

где ( ) 21

22

4416
��

�
�

�
����

ω∆+




 ω∆−=−=
Обычно для решения эволюционных урав�

нений типа (1) используют теорию линейного

отклика [11�15], справедливую лишь при вы�
полнении условия ���� ƒ¢<< . Представление
(4) позволяет получать точные аналитические
решения эволюционного уравнения (1), в том
числе и для нетривиального и наиболее инте�
ресного случая ���� ƒ¢>  [6].

Подстановка выражения (4) в формальное
решение (3) позволяет получить точное анали�
тическое решение уравнения (1) и определить
вероятность обнаружения системы в возбуж�
денном состоянии 2ψ  для любых соотноше�
ний w и ∆ω  в том числе и для наиболее интерес�
ного случая w≥∆ω:

( ) ( )� =ψρψ= 222

( ) ( )�������
�
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−

ψψψψ
=

2
2112 .      (5)

Из формулы (5) следует, что вероятность
W2(t) обнаружения частиц в возбужденном со�
стоянии 2ψ  не равна нулю; это доказывает, что
в результате действия измерительного прибо�
ра и измерения частица переходит из исходно�
го основного состояния 1ψ  в ортогональное
возбужденное состояние 3ψ .

Вводя обозначения
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получим выражение, описывающее временную
зависимость появления частиц в возбужденном
состоянии 3ψ :

( ) ( ) ( )( )���
���
�

���
� 1

16
2

2
2

2
1

2

2 +γ−−Γ−=

( ) ( )���������� 224 2 Ω−+                           (9)
где Г= w/2 � γ.

Из формулы (9) следует, что  вероятность
квантового перехода пропорциональна квадрату
«эффективности» измерения w. Если же w = 0 (от�
сутствие квантовых измерений и проектирова�
ния), то вероятность W2(t)=0 и система (частица)
все время остается в исходном состоянии 1ψ .

Изменение населенности состояния 2ψ
описывается двумя слагаемыми.  Первое описы�
вает «кинетическое» появление частиц в состоя�
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нии 2ψ  и их последующее исчезновение в ре�
зультате селективного поглощения измеритель�
ным прибором (проявляется при больших зна�
чениях t и характеризуется сравнительно мед�
ленным убыванием). Второе (осциллирующее)

слагаемое описывает квантовые биения с часто�
той Ω и характерным временем затухания 2/w.

Эти квантовые биения доказывают коге�
рентный характер эволюции системы, индуци�
рованной действием измерительного прибора.
Такая эволюция сопровождается появлением
недиагональных элементов матрицы плотнос�
ти ρ

12
(t)=ρ

21
*(t)= ( ) 21 ψρψ  ≠0.

На рис. 1 показан характерный график за�
висимости W2(t), на котором явно выражены
квантовые биения с частотой Ω ≠ ∆ω. Эти бие�
ния экспоненциально затухают со скоростью
w/2, которая определяется только «эффектив�
ностью» поглощающего измерительного при�
бора. Однако затухание квантовых биений не
означает прекращение квантовой эволюции.
Она продолжается в «кинетическом» режиме,
затухая со скоростью Г < w/2.

На рис. 2 показана зависимость частоты кван�
товых биений Ω от «эффективности» квантового
прибора w для разных соотношений коэффици�
ентов с1 и c2, то есть для разных состояний 3ψ .
Для всех возможных соотношений c

1
 и c

2
 частота

осцилляций Ω, индуцированных процессом селек�
тивного измерения, всегда меньше частоты пере�
ходов изолированных систем Ω < ∆ω. Уникаль�
ной является ситуация, когда c

1
=±c

2
. Только в

этом случае при w>∆ω/2 возможно отсутствие
квантовых биений (Ω=0) и чисто «кинетический»
режим квантовой эволюции измеряемой системы.
Равенство частот Ω= ∆ω возможно, если |c1

2� c2
2| =

1, то есть только в случаях c
1 
= 1, c

2 
= 0 или c

1 
= 0, c

2

=1. Однако при этом состояние 3ψ  совпадает
либо с основным состоянием 1ψ , либо с возбуж�
денным 2ψ . Но в этом случае W2(t)≡0 и перехо�
ды в системе невозможны.

На рис. 3 показана зависимость скорости Г
поглощения частиц измерительным прибором
от его эффективности w. Видно, что только при
c1

2=c2
2 и w < 2∆ω возможно равенство Г = w/2.

При любых других соотношениях c1 и c2 всегда Г
< w/2. При w < 2∆ω величина Г возрастает с ро�
стом w. Однако при w > 2∆ω повышение «эффек�
тивности» поглощающего измерительного при�
бора приводит к парадоксальному уменьшению
скорости Г вместо ее ожидаемого увеличения. Это
объясняется своеобразным проявлением эффек�
та Зенона в кинетических процессах [6]. Посколь�
ку при больших значениях w лимитирующей ста�
дией процесса является квантовая эволюция,

Рисунок 1. Изменение населенности W
2
(t)

возбужденного состояния 2ψ  в результате действия
измерительного прибора при w/Dw=0,39, c

1
2=0,85

и c2
2=0,15. Представлен начальный участок с ярко

выраженными квантовыми биениями.

Рисунок 2. Зависимость частоты квантовых биений
W от эффективности действия измерительного

прибора w, состояний 3ψ  с коэффициентами c
1
 и c

2
:

1) c1
2�c2

2=0; 2) ( )22 2
1 2- 0,05c c = ; 3) ( )22 2

1 2- 0, 25c c = ; 4) ( ) 1
2
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! �"� .

Рисунок 3. Зависимость скорости Г селективного
поглощения частиц от эффективности измерения

прибора w для разных состояний 3ψ
с коэффициентами c1 и c2: 1) ( ) 0

2
= 

 
 
! �"� ;

2) ( )22 2
1 2- 0,05c c = ; 3) ( )22 2

1 2- 0, 25c c = .

Физико�математические науки
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переводящая частицы из ортогонального под�
пространства в состояние 1ψ , то уменьшение
частоты Ω и замедление эволюции приводит к
уменьшению скорости поглощения частиц Г при
увеличении эффективности w.

Взаимозависимость величин Ω и γ, а также
Г при селективном поглощении следует из фор�
мул (6) и (7). Их произведение равно

#��#
� 2

2
2
14

−ω∆=Ωγ .                         (10)

Очевидно, что экспериментально вероят�
ность W2(t) может быть определена только с по�
мощью второго измерительного прибора, при�
рода которого не уточнялась и действие которо�
го не учитывалось в предыдущем рассмотрении.

Таким образом, показано, что с помощью
второго измерительного прибора можно опре�
делять действие на систему первого прибора.
Теперь после того, как мы фактически вычис�
лили показания второго измерительного при�
бора, следует ответить и на вопрос о том, что же
будет  показывать первый измерительный при�
бор? Для ответа на этот вопрос следует найти
вероятность нахождения частиц в состоянии

3ψ , то есть величину:
( ) ( ) ( ) ( )( 212111

2
1333 +ψρψ+ψρψ=ψρψ= #����

( ) ) ( ) 22
2
212 ψρψ+ψρψ+ #�#                  (11)

Тогда показания прибора будут пропорци�
ональны величине:

( ) ( ) ( ) ( )���
��

��
���

��

�

��
�� +γ−







+
−+Γ−





 +==Π 21

22

2
1

33

) ( ) ( ) ( )( )���$�%�&����� Ω+Ω−+ 2                     (12)
где 416 22 ω∆++= ��� , 24 ωΩ∆+γ= �� ,

416 22 ω∆−−= ��& , 24 ω∆γ−γ= �$ .
На рис. 4 изображен график временной за�

висимости W
3
(t), то есть величина сигнала, ко�

торый должен показать измерительный прибор.
В начальный момент времени включения при�
бора W3(t=0)= c1

2 =| 31 ψψ |2. Из формулы
(12) следует, а на рис. 4 отчетливо видно, что в
показаниях прибора тоже могут проявляться
затухающие квантовые биения. Частота осцил�
ляций W3(t) совпадает с частотой квантовых би�
ений вероятности W2(t) и равна Ω. При t > 2/w
зависимость W3(t) может быть описана экспонен�
циально затухающей функцией с показателем Г.
Это затухание соответствует поглощению час�
тиц измерительным прибором.

Влияние селективно поглощающего изме�
рительного прибора на состояние частиц, оста�
ющихся в ансамбле, объясняется следующим

образом. Условие полноты для двухуровневой
системы

44332211 ψψ+ψψ=ψψ+ψψ=� ,      (13)
где 4ψ  – вектор состояния, ортогональный

3ψ , позволяет представить уравнение (1) в
следующем виде:

�����

�

�����	
�
�

�
43344

1

2
ρ+ρ++ρ−ρ−=ρ −

� ,    (14)

где P4= 44 ψψ .
Из формулы (14) следует, что действие та�

кого измерительного прибора можно предста�
вить как поглощение всех частиц и одновре�
менно возвращение в измеряемую систему ча�
стиц в состоянии 4ψ . Именно поток таких
«отраженных» частиц осуществляет обрат�
ную связь между измерительным прибором и
измеряемой системой. Так как исходное состо�
яние системы соответствует минимальной ее
энергии, то переход в любое другое состояние
будет соответствовать увеличению энергии E
измеряемой системы (ее «нагреванию»). Если
E1=0, то увеличение энергии системы Е можно
представить как

E = E2ρ22(t).
Таким образом, показано, что процесс се�

лективных измерений посредством поглощаю�
щего прибора способен индуцировать кванто�
вую эволюцию в измеряемой системе, даже в том
случае, если она изначально находилась в ос�
новном собственном состоянии. Для этого не�
обходимо, чтобы оператор измеряемой величи�

Рисунок 4. Характерный пример зависимости
«сигнала» измерительного прибора,
пропорционального вероятности W3

обнаружить квантовую систему
в состоянии 3ψ . Здесь w=0,39, c1

2=0,85.
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ны не коммутировал с гамильтонианом изме�
ряемой системы.

Выводы:
Для достижения цели в работе поставлены

и решены задачи:
1. Получено аналитическое решение стоха�

стического уравнения Неймана � Лиувилля для
двухуровневой системы без использования при�
ближений.
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2. Рассчитана кинетика населенности
верхнего возбужденного уровня. Она вклю�
чает осциллирующий и неосциллирующий
режимы квантовой эволюции, первый из ко�
торых затухает быстрее первого, проявляю�
щегося в виде продолжительного убывающе�
го сигнала.

3. Выведена временная зависимость вре�
менного сигнала прибора, изображенная на
рис. 4.
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