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Задачи со смещением были впервые постав�
лены Нахушевым А.М. [6]. Для уравнения

0=−
ξ−η

β− ξηξη �����  0
2

1 <β<−  задача со смеще�

нием была решена в работе [5], причем в работе
были использованы операторы дробного поряд�
ка интегрирования и дифференцирования в
смысле Лиувилля [1].

В данной работе поставлена задача со сме�
щением с операторами Saigo [3, 4] для более
широкого спектра параметров α  и β .

В работе использовано общее решение
уравнения Эйлера – Дарбу, полученное авто�
ром в работе [7].

Рассмотрим уравнение

0=
ξ−η

β−
ξ−η

α+ ηξξη ��� ,                (1)

где α >0, β <0.
Для нахождения общего решения будем ис�

пользовать два основных свойства уравнения
Эйлера – Дарбу.

1. Если ввести новую функцию

( ) ( ) β−α−ξ−η=ηξ 1
�� ( )ηξ�� ,

то уравнение (1) перейдет в уравнение

0
11 =

ξ−η
α−+

ξ−η
β−− ξηξη ��� .                 (2)

Если через Z(a, b) обозначить любое реше�
ние уравнения (1), то в силу (2)

���������� α−β−ξ−η=βα β−α− 111 .                (3)
2. Если Z(a, b) любое решение уравнения

(1), то

�����
���� βα+=

ξ∂
βα∂

1  ����
���� β+α=

η∂
βα∂

1 .      (4)

Используя (3) и (4), можно записать

���������
�

�

=β−α
ξ∂

∂=βα

��������
�

�
�

�

�

+α−−β−
ξ∂

∂ξ−η
ξ∂

∂= +β−α− 111
,
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где
������ =+α−−β− 11

	�	�	�	����� ���� α+−−−β+−−+β+α +α−ξ−η+ξφξ−ηχ= ∫ 1
1

0

111
1


	�	�	�	��� �� −β−α− −ξ−η+ξψχ ∫ 1
1

0

2            (5)

(здесь 0<a�m<1, 0<b+n<1, m, nОN).
Введем вспомогательные функции

∫
ξ

−ξ=ξφ
0


���������� � , ∫
ξ

δ−ξ=ξψ
0


���������� .

После ряда преобразований получим общее
решение уравнения (1).

(Эти преобразования приведены в работе [1].)
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�	��
ξ−η
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ξ−η

−η
β−δ+η

ξ
∫ 21

1

       (6)

где d>a�2, β−<<+β−− �� �1 .
Задача. В области D, ограниченной ли�

ниями ξ=0, η=1, η=ξ,  найти решение
( )( ) ( )( )��������� �� ∪∪∈ηξ +1  уравнения (1),

удовлетворяющее краевым условиям

( )∫
ξ

µ−ξ=ξτ=ξξ
0


	�����������

���� β−<µ<β−−−=µ 1� ,                   (7)

�������� �� +ξξ µ+β+αµ+µ−α−−
ξ 011

0

����������� �� ξ=ξξ+ µ+β+αµ+β−µ−−
ξ 111
1              (8)
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Здесь через ������ ξ0  и ������ 1ξ  обозначены опера�

торы Saigo.













ξ

ξ
−ξ−+−ξξ

=
−−+

ξ

ξ
−

−−

ξ

∫
��








	�
	

����������	��	��
���

��

��������

�

�

�
��

�����

0

0

1

0  ��

��

0
0

<
>

 (9)

���������	�
��	� ∈∈−>−

Этот оператор обладает следующими свой�
ствами

( ) ����������� ��� +−−
ξ

−
ξ = 0

1

01                       (10)

������������� ���� δ+βγ+
ξ

+δγ
ξξ = 0012  ���� 0>γ               (11)
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������������� 101 ∈∈−>−
Свойства этого оператора аналогичные.
В целях упрощения решения задачи выбе�

рем параметр d из условия 12 +µ+α=δ+β− , т. е.
1−β+α+µ=δ .

Тогда решение уравнения (1), удовлетво�
ряющее краевому условию (7), примет вид:
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�����
	

�	������ +
−η

ξ−ηβ+ααµ−





−η

ξ−ηξ−η=ηξ ∫
µ−ξ

µ

0
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−ηξ−η
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+µβ+α+ ∫
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µ
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−η+µ+ααβ− 11
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−η

ξ−ηξ−η+ ∫
ξ µ−β−α−−

µ 211
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1

( ) 	
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β−α−β+α+µ ∫
η

ξ

α+µ
µ
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�����
ξ−η

−ηα+µ+β−α 11                          (12)

Полагая в (12) ξ = 0 и η = ξ, получим

Физико�математические науки

Выразим U(0, x) через операторы Saigo

����
��

����
���� �� +ξ

α−
β−α−β+α+µ=ξ −β−µ−α+µ+

ξ
111
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β
+µβ+α+ −β−µ−α+µ+

ξ
111

0
1

Тогда

( ) �� 
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����
��� �� +ξ

β
+µβ+α=ξµ+β+αµ+µ−α−−

ξ
1

011
0
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���� ξ
α−

β−α−µ+β+α+ξ
β

+µβ+α+
1

21
 (13)

Найдем

( ) ∫
ξ µ−

µ +
−

ξ−β+ααµ−
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1
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µ−β−α−ξ
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1
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�����                   (14)

Имеют место формулы
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=
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,

применив которые, найдем выражение для

���� ξ  в следующем виде:

��������
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∫
ξ

µ+β

µ

         (15)

Заметим, что

( ) ( )∫
ξ

β+µ
β−

=
ξ
ξµ+β+βα−ξ−

µ+β+
ξ−

�

���
��

��
����������

���

�

−αµ−−µ+β+
ξ ξ= �����
� ����

Аналогично можно выделить оператор
Saigo из последнего слагаемого. Ввиду громоз�
дкости, связанной с преобразованиями этих
интегралов, выберем конкретное значение µ,
учитывая, что β−<µ<β−−1 . Легко показать, что
в качестве µ можно взять �+β−α−=µ .

Действительно, исходя из верного неравен�
ства 01 <+α−<− � , получим  β−<+β−α−<β−− �1 .

Итак, взяв в (15) �+β−α−=µ , найдем

( ) 11 21
11

1 ��������� �� =ξ+ξµ+β+α−µ−µ−β−−
ξ

( ) ( )( )11 21
11

1 ����� ����� ξ+ξ= +β−α−−α+−
ξ ,

где через ( )11 �� ξ  и ( )12 �� ξ  обозначены соответ�
ственно три первых и три последних слагаемых
формулы (15)
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ξ 11
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Обозначим первое слагаемое формулы (16)
через �� ,второе через �� .
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Во внутреннем интеграле выполним под�
становку %��	 ξ−+ξ= 1  и заменим гипергеометри�
ческую функцию по формуле

=
−
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Тогда ��  примет вид

( ) ⋅−= �
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Действительно, гипергеометрическая фун�

кция ( )




 ξ−

−
−−−β− 1

1

1
111
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%
����  представляет много�

член m�1 степени по переменной ��
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% ξ−
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1
1 ,

линейной относительно x, т. е.
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,

m�я производная от которого будет равна нулю.
Преобразуем второе слагаемое формулы (16)
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Изменим порядок интегрирования
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В гипергеометрической функции приме�
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Во внутренних интегралах сделаем замену
переменной по формуле 	%�� =ξ−− 11
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ξ−−β+αππα=

−β+α

∫
ξ

β−α− ⋅
−απ

π+
−

ξ−β+α−β+α−
�

�

��� !
���

��

�
������������

−ββ−−β+αα
β−α−β+α+−β+α⋅

��������������

��������

∫
ξ

− =−ξ
�

��
�������

∫
ξ −β+α

− +
−

ξ−β+α−β+α






−
ξ−−

α
=

�

�
��

���
��

�
������

��

�
������

��

�

∫
ξ

−− −ξ
β+απ−β+α−

πβα−β+α−
0

11

1

1
1 
������� 

��&'��$��#$�

&'�����
�� $� (19)

Преобразуем второе слагаемое формулы (18)

∫
ξ

β−
β

⋅−
−α−β+αα
ξ−−αβ+α=

�

�� ��������
��������

�������
�

∫ α−−α
−
−+α−β−ξ−⋅

�

�

�� ���
��

��
������������

Во внутреннем интеграле делаем замену
переменной по формуле 	%���� =−+ 1

"�!���!���

�!���"!���
�

αβ+αα
ξαβ+α=

β

22

∫
ξ

+β−α−−α −ξ−
�

���
����������

∫ =+α−β
−ξ
−− −αα−

�

�

�� �������������
�

��
��

���������������

��������������
�

α−+β−α−−α−β+αα
ξ−β−α−+α−−αβ+α −β+α

=
ξ−

−α−β−+α−β−α−α−−∫
ξ

β−α−+
���

�

��
������������������

�

�"
��

�
��

�� !��� !�����

��� !��� !�� −β+αξ−
β+απ−απα+β−α−

−απ−β+απβ−α−

=
ξ−

−+β−α−β−α−−∫
ξ

β−α−+ ���
�

��
��������������

�

��

�����

����
�

α−β−α−
ξ−β−α−−

−β−α

���
�

��
��������������

�

��

ξ−
−+β−α−β−α−−∫

ξ

β−α−+ (20)

Подставим (19) и (20) в (18)
�

�

�

�

�

�
��

�
������

��

��


�

�
�

��

−β+αξ

∫ 






−
ξ−−

α
−

ξ
=

−

−
−

ξ−β+α−β+α ���
��

�
������

�� !�������

� !�����

β+απ−β+α−
πβα−β+α

�����

�
���������

��

�

��

α+β−α−
β−α−−+−ξ −

ξ
−∫

=
ξ−

−+β−α−β−α−





ξ−

−−∫
ξ

β−α−
−

� �
�� ����

�

��
��������

�

��
������

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

�

�
�

�

�
��

� !���

� !���

ξ
−+ξ

β+απβ+α
πβα−β+α−=

∫
ξ −β+α

− 






−
ξ−−


α

�

�
��

��

�
������

��

�

−






−
ξ−β+α−β+α ��
��

�
������

�����

�

α+β−α−
β−α−−

)��
�

��
��������

�

��
������

� �
��







ξ−

−+β−α−β−α−







ξ−

−−∫
ξ

β−α−
−

.          (21)

Учитывая, что получим

( )
( ) ( )( ) ( )β−α−β−α−β−α−
α

−= �###��
�

�
�

�

�

( )( ) ⋅






−
ξ−−∫

ξ −−β+α
−

�

��
�

��

�
����

−




 ξ−β+α−β+α ��

���

��
�������

( )( ) ( ) ( )
( )α

−
+β−α−

β−α−+β−α−β−α−−
�

�

��

��###��
�

( )( )∫
ξ

+β−α−
−







ξ−

−−
� ��

�

�

��
����

−





ξ

+β−α+β−α− ��
��

���
����������
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( ) ( )
( ) ( ) ( )=ξ

β+απ−β+α
πβα−β+α− �

� !��

� !���

( )
( )

( )
( ) ( ) ���

�

�
��

�����

�

� −β+αξ−
β−α−

βα+
α

−

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )ξ

β+απ−β+α
πβα−β+α−

−ξ
−∫

+β−α−
�

� !��

� !���
��

�

��
��

�

�

��

.(22)

Выражение для I1 и I2, найденные по фор�
мулам (17) и (22), подставим в (16) и найдем

( )=ξ+βα−α+−
ξ ���� �

���������
�

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ��
�

�
���

���� −−β+αξ−
β−α−α

β−α−+−
=

( )( )∫ +
−ξ

− +β−α−�

�

��

��
�

��
��

( )( ) ( ) ( )
( )


−

παα
+βαπββ+α−ξ+

� !�

������ !�
��

�

( ) ( )
( ) ( ) =


β+απ−β+α

πβα−β+α−
� !��

� !���

( ) ( )
( ) ( )( ) ����

�
���

����
�

−β+αξ−
β−α−α
β−α+−=

( )( )
��

�

��
��

�

�

��

∫ −ξ
− +β−α−

.                  (23)

(коэффициент у функции T(x)равен нулю).
Аналогично находится

( ) ( ) ( )111 2
011

12
1
1 ���






��� ��

�

�
��(��!!"(�� ξ

ξ
−=ξ β−α−α+−

ξ
+βα−α+−

ξ ,

где ( )12 �� ξ  – три последних слагаемых форму�
лы (15).

Итак,

( )=ξ+βα−α+−
ξ ���� �

�$�����$���
�

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ⋅ξ−

ξ
⋅

−α+β−α−α−
+α−β−α−− β

�
�

�

�������

����
�

�

�
�

( ) ( )∫
ξ

−α+β−α− ξ−−
�

��
�����

( ) +




 α+−β+α−∫ ��

���

���
������������

�

�

( ) ( )
( ) ( ) ( )∫

ξ

−αβ−α−
β

ξ−−
−α
ξ−

ξ
−+

�

��

�

�
�

�����
��

�

�

�
�

( )( ) +






−
−β−αα−⋅−∫ −

��
��

��
���$�����������

�

�

��

( ) ( ) ( )
( ) ( )ξ

β−
βα−−+ �

��

���$�����
�

.           (24)

Здесь учтено, что последний интеграл фор�
мулы (15) представим оператором Saigo

( ) ( )
( )

β−
αβ+α+α

ξ +α−
ξ−=ξ

1

1

�
�� "!(��!"!(��!"

"

( )( )∫
ξ

α−






ξ
ξ+α−α−βξ−

1

11 
	
!"

!	
�����		�

� .

Преобразуем сначала гипергеометричес�
кую функцию

�
	�

	
������

−
−β−α−α−− 1

211 .

Запишем формулу перехода к обратному
аргументу

=
−
−+α−βα− �

��

��
�������

α−








−
−

−β
−β+α+α−=

�

��

��

������

�������

+
−
−β−α−−α− �

��

��
��������

β








−
−

+β−α−α−
β−α−+α−+

��

��

�������

�������

��
��

��
�����

−
−β+α−β+αβ

из которой определим функцию

=
−
−β−α−−α− �

��

��
��������

α−








−
−

−β+α+α−
−β=

�

��

��

�������

������

−
−
−+α−βα− �

��

��
�������

β−α−








−
−

−β+α+β−α−α−
−ββ−α−−

�

��

��

����������

���������

�#
��

��
�����

−
−β+α−β+αβ                 (25)

В гипергеометрической функции

�
	�

	
������

−
−β+α−β+αβ 1

 перейдем к обратному

аргументу
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=
−
−β+α−β+αβ �

��

��
�����

β








−
−

α−β+α
−αβ+α

=
��

��

�����

�����

������

�����
�

��

��
�������

−β
α−β+α+

−
−+α−α−β

�
��

��
���������

��

��
�

−
−−α+−−β+α







−
− −β+α

.

Полученный результат подставим в (25)

=
−
−β−α−−α− �

��

��
��������

α−








−
−

−β+α+α−
−β

=
�

��

��

�������

������

�
��

��
�������

−
−+α−βα−

−
α−β+α+β−α−α−

−α+α−β+αβ−α−− �
������������

������������
�

��

��

��

����������

��������
−








−
−

−β+α+β−α−α−
α−β+αβ−α−−

�
��

��
���������

−
−−α+−−β+α .

Покажем, что выражение

0
11

11
1 =

−β+α+β−α−α−α
−α+α−β+αβ−α−−

����������

����������

Действительно,

0
1

1
11 =

πα−β+απ
β+απ−πα−=

−απβ+απ
−β+αππα−

&'�����&'�

��&'���&'�

���&'���&'�

���&'�&'�
�

�

Таким образом,

�
	�

	
������ =

−
−β−α−−α− 1

211

	

�	

�����

�����
�








−
−

+β−α−α−
α−β−α−=

−

111

2
1

�
	

	�
��������

�

−
−−α+−−β+α

1
11 .

Подставляя найденное выражение для ги�
пергеометрической функции в (24), получим

=ξ+β−α−−α+−
ξ ����� �

�������
�

�
�

����
���

��������� −+ξ
β−

β−α−−−=

�

�

�

�

����������

������

ξ−α+β−α−α−
+α−β−α−

������� �

�

� −α

ξ

+β−α− ξ−−∫

=
−
−−α+−β+α−∫

�

�

���
��

��
������������

���

�����������
�

β−
ξβ−α−−−=

βξ−
ξ−α+β−α−α−

α−β−α−
−+ ��

�

�

����������

������
��

�

�
�

∫ β−α−−
�

�

� ��������

∫
ξ

−α
−
−−α+α−β+αξ−

�

�
���

��

��
��������� .

Выполним замену переменной по формуле
	%�� =ξ−− 11

=ξ+β−α−−α+−
ξ ����� �

�������
�

�
�

����
���

��������� −+ξ
β−

β−α−−−=

�

�

�

��
�

�

����������

������ −β+αξ−
ξ−α+β−α−α−

α−β−α−

∫ β−α−−
�

�

� ��������

=
−

ξ−−−+αα−β+α−∫ −α
�

�

� ����
��

�
�����������

���

��������� �

β−
β−α−−−=

�

�
�

�

�

����������

������
����

ξ+β−α−−αα−
α−β−α−−+ξ

���������������������

�

�

��

�

�

�� −+α−β−−− ∫∫ β−α−−α−

��
���

�������
����

��

�
�

� ξ
β−

β−α−−−=
−

ξ−− .   (26)

Гипергеометрическая функция представля�
ет многочлен m�1 степени относительно пере�

менной %
�−
ξ−−

1

1
1 , поэтому

 0
1

1111 =ξ
−

−−α+−β−
ξ

�
�

%
�������






�

�

.

Подставляя (13), (23) и (26) в краевое ус�
ловие (8), получим уравнение относительно не�
известной функции G(x)

+










β−
ξ−+

α−
ξξβ−α−−

���

�%��

���

�&
���������

�
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��

������

β
+β−α−β+α+

���
���%

�����

����
�����&

−−β+αξ−ξ
β−α−α

+β−α−−+ξξ

∫ ξ=
−ξ

− −β−α−�

�

��

�'��
�

���
��� .

Уравнение разрешимо при условии

�
���

��
��

��� � 0
1

1
1

≠
β−

ξ−+
α−

ξ
 10 <ξ<

Функции P(x), g(x) и r(x) – непрерывны
на сегменте [ ]����  δδ ξ−ξξ=ξ �������� ) 1 , где

��*� +β−α−<<+β−α− 1  �10 <δ<  ��� ξ  и G(x) –
интегрируемые.


