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Благодаря международной экономичес-
кой науке экономики разных стран оказа-
лись взаимосвязанными друг с другом самым
тесным образом. Учет изменений междуна-
родных условий в настоящее время стал не-
обходимым элементом при разработке стра-
тегии как отдельного предприятия, так и эко-
номической политики государства в целом.

Среди множества теорий, описывающих
влияние международной торговли на эконо-
мики стран, выделяют [1, с. 90] модель Хек-
шера – Олина. Эта теория объясняет, какую
роль играют в торговле различия в ресурсах
разных стран. Одним из главных выводов, к
которым приводит использование модели
Хекшера – Олина, является вывод о вырав-
нивании цен на факторы производства в тор-
гующих между собой странах. В силу доста-
точно жестких предположений модели это-
го выравнивания в действительности не на-
блюдается, но общепринято говорить о тен-
денции к выравниванию цен на факторы
производства и объяснять этим различные
эффекты, к которым приводит международ-
ная торговля. В ряду таких жестких предпо-
ложений находится предположение о пол-
ном выравнивании цен на товары. Вслед-
ствие как естественных препятствий (напри-
мер, транспортных издержек), так и искус-
ственных ограничений в виде таможенных
пошлин или квот на импорт цены товаров
абсолютно одинаковыми в различных стра-
нах считать нельзя.

В данной статье изучается влияние на
выравнивание цен на факторы колебаний в
ценах на товары. Устанавливается некоторая
устойчивость выравнивания цен на факторы
по отношению к изменению цен на товары.

Напомним некоторые положения моде-
ли Хекшера – Олина. Предположим, что эко-
номика некоторой страны, участвующей в
международной торговле, производит ряд
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товаров. Тогда конкуренция среди произво-
дителей в каждой отрасли обеспечит равен-
ство цены каждого товара издержкам его
производства. Издержки производства кон-
кретного товара зависят от цен на факторы
производства: если плата за использование
некоторого фактора увеличится, то тогда
при прочих равных условиях цена любого
товара, производство которого требует ис-
пользования рассматриваемого фактора,
также должна возрасти. Влияние цены неко-
торого фактора производства на затраты по
изготовлению товара зависит от того, в ка-
кой степени этот фактор используется в про-
изводственном процессе. Если производство
товара требует использования малого коли-
чества фактора, то рост платы за использо-
вание фактора скажется на цене товара не-
значительно и наоборот. Таким образом,
можно говорить о том, что существует пря-
мая зависимость между ценами на товары и
ценами участвующих в их производстве фак-
торов. Эту зависимость мы будем называть
функцией издержек.

Предполагается, что количество факто-
ров производства совпадает с количеством
производимых продуктов и равно n, причем
факторы полностью подвижны внутри стра-
ны и совершенно неподвижны между стра-
нами, а все товары производятся в условиях
постоянной эффективности при изменяю-
щемся масштабе производства.

Рассматриваются технологические мно-
жества Ti для каждой из отраслей, произво-
дящих продукты (при этом считается, что
каждая отрасль производит только один
продукт), и строится функция удельных из-
держек c(w), каждая компонента которой
определяется как

ci(w)=min (w,xi)
по всем процессам из Ti c единичным выпус-
ком,
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где w – вектор цен на факторы производства,
а xi – вектор затрат факторов на произ-
водство i-го продукта.
Учитывая одинаковые для всех стран

функции производства и производственные
возможности, можно говорить о совпадении
функций издержек в торгующих странах.

Известно (см. [2]), что взаимная одно-
значность функции издержек p = c(w) (где p –
набор мировых цен на товары) гарантирует
выравнивание цен на факторы для всех
стран.

Условия взаимной однозначности ото-
бражения p = c(w) можно устанавливать, в
частности, исследуя его матрицу Якоби  Jc(w).

Так справедлива
Теорема 1. Пусть D – область в Rn, а ото-

бражения c:D→Rn, g:D→Rn непрерывно диф-
ференцируемы, G = g(D) – выпуклая область,
g – взаимно однозначно в D. Если матрица

1−⋅ gJJc  положительно или отрицательно
квазиопределена в G, то c – взаимно однознач-
ное в D отображение. Здесь Jc и Jg – якобиевы
матрицы отображений c и g соответственно.

Рисунок 1.

Доказательство.
Для обоснования взаимной однозначно-

сти отображения c в D достаточно доказать
взаимную однозначность отображения 1−goc
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где ijf  означает частную производную i-й
координатной функции отображения f
по j-му аргументу.
Вычисленная производная положитель-

на при всех t в силу положительной квази-
определенности матрицы 1−⋅ gc JJ , следова-
тельно, функция Φ(t) строго возрастает на
отрезке [0, 1]. Так как Φ(0) = 0, то Φ(1)>0, и,
следовательно, 01

1
2

1 ≠− −− )))(())((( xgxg ii cc
хотя бы для одного i, чем и доказана взаим-
ная однозначность отображения c.

В частном случае тождественного ото-
бражения g из теоремы 1 получается извест-
ный результат Гейла и Никайдо, связанный
с положительной или отрицательной квази-
определенностью матрицы Якоби [3, с. 477].

Кроме того, можно показать, что в R2

для случая прямоугольной области эта тео-
рема является улучшением другого резуль-
тата Гейла и Никайдо, основанного на ап-
парате P-матриц [3, с. 472]. В самом деле,
пусть c(w)=u(x,y)+iv(x,y) задана и непрерыв-
но дифференцируема в Dw – прямоугольнике
со сторонами, параллельными осям коорди-

нат, а ее матрица Якоби 
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P-матрица, т. е. 0>′xu , 0>′yv , 0>′′−′′ xyyx vuvu .
Последнее условие означает [4, с. 131], что,
взяв произвольный прямоугольник со сторо-
нами, параллельными осям координат Dz,
можно построить такой гомеоморфизм
w=w(z), w:Dz→Dw, что C(z)=c(w(z)) – функция
аналитическая в Dz. Если z=s+it,
U=U(s,t)=u(x(s,t), y(s,t)), V=V(s,t)=v(x(s,t),y(s,t)),
то в силу аналитичности C=U+iV имеем
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и, если точка (0,0)∉D
z
, то положительная

квазиопределенность очевидна.

Выразим sU ′  через xu′  и yv′ :
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Зафиксируем прямоугольник D
z
 в плос-

кости z так, что w(z
i
)=w

i
, i=1,2,3,4, причем

сторона I при отображении w(z) перейдет в
I′, II – в II′, III – в III′, IV – в IV′ (рис. 2).

Заметим теперь, что sU ′ – гармоничес-
кая  функция : ′′′+′′′ ttssss UU )()( =′′′+′′′= sttsss UU )()(

0=′′′+′′= sttss UU )( , так как u=U(s,t) – гармони-
ческая функция как действительная часть
аналитической функции. Поэтому для дока-
зательства неравенства 0>′sU  в D

z
 достаточ-

но проверить неравенство 0≥′sU  на границе
D

z
, то есть на сторонах I, II, III, IV.
На стороне I имеем y=const. Поэтому 0=′y ,

а x возрастает, то есть 0≥′sx . Значит (см. (1)),

0≥′′=′′
′
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=′ sxtx
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s xuxu

x

x
U .

Исследуя остальные три стороны анало-
гичным образом, получим, что sU ′  на грани-
це D

z
 неотрицательна, следовательно, 0>′sU

в D
z
, что и требовалось доказать.
Отметим, что теорема 1, представляя

собой самостоятельный интерес, может так-
же быть использована и при исследовании
других проблем. Поставим следующую за-
дачу: пусть ситуация на рынке находится в
равновесии, а цены на факторы производ-
ства выравнены. Возникает вопрос о допус-
тимых колебаниях мировых цен на товары,
при которых соответствующие наборы цен
на факторы будут одинаковыми для всех
стран. Частичный ответ на этот вопрос дает

Теорема 2. Пусть c:D→Rn непрерывно
дифференцируемое в выпуклой области D
отображение, p0=c(w0), w0∈D, и в D с лю-
бым h∈Rn выполняется неравенство
( )hhwJc ,)( ≥σ>0. Тогда для каждого p тако-
го, что 

δ
σ<− 0pp , существует единственный

вектор w∈D, δ<− 0ww , удовлетворяющий
равенству c(w)=p, где δ=dist(∂D,w0) – евк-
лидово расстояние от w0 до ∂D (границы D).

Доказательство.
Прежде всего заметим, что для любого
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где функция Φ(t) из теоремы 1 с g(w)=w, а
(w-w0)i – i-я координата вектора w-w0.
Из установленного вытекает включение
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σ<− 0ppp : ⊂{ δ<−∈ 0wwWww :),(c },

которое, с учетом результата теоремы 1, до-
казывает теорему 2.

Легко заметить, что требование положи-
тельной квазиопределенности не является
единственным достаточным условием для
получения подобных результатов. В частно-
сти, справедлива

Теорема 3. Пусть D⊂Rn такова, что лю-
бые точки w

1
,w

2
∈D можно соединить глад-

кой кривой l(w
1
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2
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r(w
1
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2
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2121 wwww −λ≤ρ ),( , λ≥1. Пусть c:D→Rn не-
прерывно дифференцируема в D, p
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где Е – единичная матрица,
w

Aw
A

Dw∈
= sup .

Тогда для каждого p, такого, что


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−δ<− 20

11app , существует единственный

вектор w∈D, δ<− 0ww , удовлетворяющий

равенству c(w)=p, где δ=dist(∂D,w0).
Доказательство.
Покажем взаимную однозначность c(w),

следуя [5]. Для этого зафиксируем w1, w2.
Возьмем гладкую кривую l(w1,w2), соединя-
ющую w1 и w2, длина которой ρ(w1,w2) удов-
летворяет условию 2121 wwww −λ≤ρ ),( , и до-
пустим, что w=w(t), b≤t≤d – параметризация
l(w1,w2), причем w(b)=w1, w(d)=w2.Рисунок 2.

Севодин М.А., и др. Об устойчивости выравнивания цен...
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Отсюда следует вложение
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Теорема доказана.
Доказанные теоремы 2 и 3 позволяют

объяснять выравнивание цен на факторы
производства в двух случаях. В первом слу-
чае считается, что изменение в мировых це-
нах на товары произошло в силу каких-либо
причин. Тогда, если функция издержек удов-
летворяет определенным свойствам (см. те-
оремы 2 и 3), одинаковые цены на факторы
производства сохранятся. Во втором случае
предполагается, что какая-либо страна ме-
няет для себя мировую цену товара, вводя
какие-либо ограничения. Тогда тенденция к
выравниванию цен на факторы сохраняется
и проявляется в виде близких цен на факто-
ры производства.

Последний случай проиллюстрируем на
примере торговли друг с другом двух стран.
Предположим, что две страны, первая и
вторая, располагают двумя факторами про-
изводства, цены которых в первой стране
на первый и второй факторы – w11 и w21, во
второй стране соответственно – w12 и w22.
Рассматриваемые страны используют фак-
торы для производства двух товаров, миро-
вые цены которых – p1 и p2 для первого и
второго товаров соответственно. Обозна-
чим через k = p1/p2 относительную цену
первого товара. Тогда (рис. 3) при отсут-
ствии торговли равновесное состояние эко-
номики первой страны будет определяться
точкой 1, соответствующей точке пересече-
ния кривых относительного спроса RD и от-
носительного предложения RS. Точка 3 на
рис. 3 соответствует точке равновесия эко-
номики второй страны. Через RS* обозна-
чена кривая относительного предложения
этой страны. Когда обе страны начинают
торговать друг с другом, то значения их от-
носительных цен начинают сближаться. От-
носительная цена в экономике первой стра-
ны растет, а в экономике второй страны па-
дает, и новая относительная мировая цена
принимает значение между уровнями отно-
сительных цен, существовавших до начала
торговли. Это новое значение на рис. 3 со-
ответствует точке 2.

Как уже отмечалось выше, существует
прямая зависимость между отношением цен
на факторы производства w1/w2 и относи-
тельной ценой k=p1/p2 первого товара, при-
чем очевидно, что чем выше относительная
цена первого фактора λ=w1/w2, тем выше

Рисунок 3.

Экономические науки
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должна быть цена k. Данная зависимость
показана кривой SS на рис. 4.

На рис. 4 выделены точки k1 и k3 и соот-
ветствующие им цены λ1 и λ3. После начала
торговли эти числа начинают сближаться и
занимают соответственно положения k2 и λ2.
Если одна из стран (и даже обе) меняют для
себя мировую относительную цену k2 в пре-
делах от (k2–ε) до (k2+ε), то тем самым изме-
няется и относительная цена λ. Она колеб-
лется в пределах от (λ2–δ) до (λ2+δ), то есть
все равно относительные цены на первый
фактор λ сближаются в странах, хотя они
могут и не совпадать. Таким образом, вы-
вод о тенденции выравнивания цен на фак-
торы остается верным. Отметим, что число
δ, фигурирующее в этих рассуждениях, и чис-
ло δ из теорем 2 и 3 не совпадают. Для на-
хождения связи между ними нужно выпол-
нить специальные построения, чем мы зани-
маться не будем. Кроме того, видно, что фун-
кцию издержек c=c(w) нужно изучать в об-
расти D, соответствующей изменениям отно-
сительных цен первого фактора от λ1 до λ2.
Это означает, что D ограничена в плоском
случае отрезками прямых, не параллельны-
ми осям координат w1 и w2. То есть недо-
статочно строить условия взаимной одно-
значности отображения c=c(w) в прямоу-
гольной области с гранями, параллельны-
ми координатным плоскостям, как это де-
лалось, например, в [3, с. 472] (см. также [6]).
Необходимо и с позиций этого замечания и
в связи с доказанными теоремами 2, 3 полу-
чать условия взаимной однозначности в
более широких классах областей. Теорема
1 фактически позволяет рассматривать вы-
пуклые области. Мы в заключение статьи

докажем теорему, в которой фигурируют
звездообразные области (см., например, [7,
с. 167]).

Назовем множество D звездообразным
относительно точки w0, если любой луч, про-
веденный из точки w0, пересекает границу
множества D только в одной точке. Если D
звездообразное относительно w0, то мы оп-
ределим функцию R(w) следующим образом:
R(w) равна расстоянию от точки w0 до гра-
ничной точки tw области D, которая лежит
на луче, проведенном из w0 в направлении
вектора w. Далее мы будем предполагать
функцию R(w) дифференцируемой.

Справедлива
Теорема 4. Если отображение c=c(w)

задано в звездообразной относительно точ-
ки w0 области D, такой, что ( ) α≤wR grad ,
α>0, w∈D, удовлетворяет условию

( ) ( ) 132 −+α<− EwJc , w∈D,
то отображение c=c(w) взаимно однознач-
но в области D.

Доказательство.
Не ограничивая общности, будем счи-

тать, что w0=0, а отображение c(w) диффе-
ренцируемо вD . Рассмотрим отображение
( ) ( ) 22 wwwRw =Λ , w∈Rn. Это отображение

точки, лежащие в Rn\D, переводит в D и на-
оборот, оставляя неподвижными граничные
точки. Кроме того, вычисления показыва-
ют, что

( ) ( ) ( ) ≤+⋅−⋅=
ΤΤ

Λ E
w

ww

R

wR gradw

w

wR
wJ

2
12

22

2 )(

( ) 32512 +α≤+≤ ,)(wR grad , w∈Rn\D.
Поэтому отображение

F(w)=c(λ(w))+w–λ(w), w∈Rn\D
является непрерывным продолжением ото-
бражения c=c(w). Кроме того, любую пос-
ледовательность, сходящуюся к бесконечно-
сти, отображение F(w) переводит в аналогич-
ную. Следовательно, по теореме Адамара
(см., например, [8, стр.138]) отображение
c(w) взаимно однозначно в D, если матрица
Якоби отображения F(w) отлична от нуля.
Но, очевидно,

( ) ( ) ( )( ) 01 >−Λ′Λ′−> EwcwwJF , w∈Rn\D.
Теорема 4 доказана.Рисунок 4.
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