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Содержание задачи. Для решения задач,
связанных с разрушением и сдвижением пла�
стов, необходимо знание коэффициентов ин�
тенсивности напряжения первого и второго
рода от воздействия нормальных и сдвиговых
смещений на основную трещину и сжимаю�
щих и касательных напряжений на зияющую
трещину соответственно.

Коэффициенты интенсивности напряже�
ния в конце трещины являются основными
критериями в линейной механике разруше�
ния по оценке роста трещин, поэтому опреде�
лять их необходимо с большой степенью точ�
ности.

Поэтому целью данной работы является
разработка нового критерия интенсивности
напряжения второго рода для смешанных кра�
евых задач.

Плоскодеформированное состояние уп�
ругой среды описывается в декартовой сис�
теме координат уравнениями равновесия
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Компоненты деформаций определяются
выражениями
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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ КРИТЕРИЕВ РОСТА ТРЕЩИН
В СМЕШАННЫХ ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Статья посвящена разработке численных методов решения смешанных задач теории упру4
гости по определению коэффициентов интенсивности напряжений для трещин, на берегах кото4
рых заданы одновременно смещения и напряжения.
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В уравнениях использованы следующие
обозначения: �� �� � – компоненты вектора пе�
ремещений; ������ σσσ �� – компоненты тензо�
ра напряжений; ������ εεε �� – компоненты тен�
зора деформаций; ν – коэффициент Пуассо�
на; �  – модуль Юнга.

Постановка первой задачи. На рис. 1 при�
веден разрез ОА бесконечной упругой плоско�
сти с зияющей трещиной, которая находится
под действием сжимающих напряжений.

Краевые условия имеют вид:

�� == �� �� σ  при y = 0 , 	�
 ≤≤ ;

��� == σσ ��  при y = 0 , ��	 ≤≤ ,

где ��  – нормальные смещения берегов раз�
реза;

�� σσ �  – нормальные и касательные на�
пряжения соответственно;
h, q – заданные величины.
Граничные интегральные уравнения [3]

для данной задачи приводились к следующей
системе линейных уравнений:
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Рисунок 1. Математический разрез упругой
плоскости с зияющей трещиной отрыва, которая

находится под действием сжимающих напряжений
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где N – количество всех граничных элементов;

M – количество граничных элементов на
которые разбивается участок АО;

���� �� �  – компоненты разрывов смеще�
ний j�го отрезка трещины в нормальном
и касательном направлениях соответ�
ственно;

�

��  – касательные перемещения;
�

�� – нормальные перемещения;
�

�

�

� σσ �  – касательные и нормальные на�
пряжения на границе тела соответственно;
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���� �������  –
фундаментальные решения.
Расчеты осуществлялись на основе фор�

мул (1) и (2), которые позволяют проводить
анализ определения коэффициентов интен�
сивности напряжений, когда берега разреза
находятся отдельно под действием нормаль�
ных и сдвиговых смещений [1]:
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где 
�� ,

���  – коэффициенты интенсивности
напряжений первого и второго рода соот�
ветственно, �
�
 �� ;
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+⋅
= – модуль сдвига, �
 �� ;

 Е – модуль Юнга, �
 �� ;
�  – длина трещины, м;
�  – коэффициент Пуассона.
В результате анализа результатов расче�

та было установлено, что величиной разреза
ОА, не теряя точности, можно ограничиться
и принять равной 0,1 м.

Решение подобной задачи было приведе�
но в работе [2], где раскрытие зияющей тре�
щины в аналитическом решении задачи име�
ло следующий вид:
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Подставляя (3) в (1), получаем коэффи�
циент интенсивности напряжений первого
рода для полубесконечного разреза упругой
плоскости с зияющей трещиной
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установленный в работе [1] на основе асимп�
тотического критерия
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Проведенное численное исследование.
В таблице 1 приведены результаты расчетов
раскрытия берегов трещины нормального раз�
рыва, вычисленные аналитически по форму�
ле (3) и численно при следующих входных
значениях: �� ����= ; �� ���������= ;

�

������
�

�
� ⋅= ; K – количество граничных

элементов, на которые разбивалась зияющая
трещина; ���=� ; ���� ⋅=� МПа.

Знак «– » перед ��  соответствует раскры�
тию трещины.

Анализ результатов, приведенных в табли�
це 1, показал, что значения нормального рас�
крытия зияющей трещины в аналитических и
численных решениях практически совпадают
и отличаются в среднем друг от друга на 6,7%.

Сопоставление раскрытия зияющей тре�
щины в аналитическом и численном решени�
ях приведены на рис. 2.

В таблице 2 и на рис. 3 приведены резуль�
таты численных расчетов, когда зияющая тре�
щина делилась на 50 граничных элементов.

Анализ данных зависимостей показал,
что результаты численного решения при уве�
личении количества граничных элементов зи�
яющей трещины отличаются от аналитичес�
кого в среднем на 5,7%.

Из таблицы 2 следует, что результаты чис�
ленных расчетов приближаются к точному ре�
шению с увеличением количества граничных
элементов К.

Естественные науки
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Таким образом, приведенное численное
решение удовлетворяет аналитическим вык�
ладкам.

Постановка второй задачи. Для решения
поставленной цели был рассмотрен матема�
тический разрез упругой плоскости с зияю�
щей трещиной сдвига, которая находится под
действием сдвиговых напряжений. Схема для
данной задачи приведена на рисунке 4.

Краевые условия для рис. 4 имели следу�
ющий вид:

�� == �� �� σ  при y = 0 , 	�
 ≤≤ ;

�� == ��  σσ  при y = 0 , ��	 ≤≤ ,

где ��  – касательные смещения берегов раз�
реза;
 h, p – заданные величины.
Граничные интегральные уравнения [3]

для данной задачи приводились к следующей
системе линейных уравнений:

Таблица 1. Результаты моделирования нормального
раскрытия зияющей трещины
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Рисунок 2. Нормальное раскрытие зияющей
трещины, вычисленное:

 аналитически и ���� численно
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Таблица 2. Результаты моделирования нормального
раскрытия зияющей трещины
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Рисунок 4. Математический разрез упругой
плоскости с зияющей трещиной сдвига, которая

находится под действием сдвиговых напряжений
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Рисунок 3. Нормальное раскрытие зияющей
трещины, вычисленное:

 аналитически и ���� численно
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Проведенное численное исследование.
Поставленную задачу будем решать методом
разрывных смещений. Входные данные име�
ли те же численные значения, что и для схемы,
приведенной на рис. 1. В таблице 3 приведены
результаты сопоставления двух задач:

– основная трещина находится под дей�
ствием нормальных смещений, а зияющая –
под влиянием сжимающих напряжений;

– основная трещина находится под дей�
ствием сдвиговых смещений, а зияющая – под
влиянием касательных напряжений.

На основании анализа результатов, при�
веденных в таблице, следует, что нормальные
и касательные раскрытия зияющей трещины
совпадают. Таким образом, функция суммар�
ного сдвигового раскрытия берегов трещины

Таблица 3. Результаты моделирования нормального
и касательного раскрытия зияющей трещины
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L будет иметь ту же функциональную зави�
симость (3):
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.           (5)

При подстановке (5) в (2) получаем ко�
эффициент интенсивности напряжения вто�
рого рода
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⋅⋅= π
π .      (6)

Таблица 4. Коэффициент интенсивности напряжения первого рода, вычисленный аналитически и численно
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Таблица 5. Коэффициент интенсивности напряжения второго рода, вычисленный аналитически и численно
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Анализ результатов моделирования
В таблице 4 и 5 представлены результаты

расчетов коэффициента интенсивности на�
пряжения первого и второго рода соответ�
ственно, вычисленные численно по формуле
(2) и аналитически с использованием (5), (6).
Жирным шрифтом выделено аналитическое
решение, которое было выполнено по форму�
лам (4) и (6).

Анализ данных, приведенных в таблицах
4 и 5, показал, что:

– коэффициенты интенсивности напря�
жений первого и второго родов для поставлен�

Список использованной литературы:
1. Линьков А.М. Комплексный метод граничных интегральных уравнений теории упругости. – СПб.: Наука, 1999. – 382 с.
2. Черепанов Г.П. Механика разрушения горных пород в процессе бурения. – М.: Недра, 1987. – 308 с.
3. Крауч С. Методы граничных элементов в механике твердого тела / С. Крауч, А. Старфилд. – М.: Мир, 1987. – 328 с.

ных краевых условий двух задач практичес�
ки совпадают;

– численный метод дает погрешность вы�
числения в среднем менее 8,5% и его точность
прямо пропорционально зависит от количе�
ства разбиения на граничные элементы зия�
ющей трещины.

Таким образом, предложенные методы ап�
проксимации разрыва смещений зияющей тре�
щины и прямой расчет по формуле (2) позво�
ляют достаточно точно вычислять коэффици�
енты интенсивности для трещин, на берегах ко�
торых заданы смешанные краевые условия.

Полкунов Ю.Г., Спиридонова Е.В. Численные методы вычисления критериев роста трещин...


