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Разрушение является основным процес-
сом при добыче полезных ископаемых, бу-
рения нефтяных и газовых скважин. Горные
породы представляют собой хрупкие, нео-
днородные зернистые материалы. Деформи-
рование и разрушение зернистой структу-
ры отличается от сплошных материалов.
Экспериментальные исследования по разру-
шению керамики, металла, горных пород
показали, что диаметр зерна оказывает вли-
яние на прочность материала, а формиро-
вание микротрещин осуществляется по гра-
ницам зерен, занимающих большую объем-
ную долю тела.

В настоящее время существуют различ-
ные подходы при моделировании разруше-
ния зернистых материалов. Один из под-
ходов основан на вероятностных законах
образования микротрещин по границам зе-
рен материала, в которых не рассматрива-
ются закономерности развития микротре-
щин, а в основу положена концентрация
микротрещин. Однако при разработке кри-
терия роста трещины, учитывающего диа-
метр зерна, требуется привлечение матема-
тических методов и моделей, описываю-
щих явное образование микротрещин в
материале.

Результаты моделирования развития ус-
тойчивых трещин в зернистых структурах
были приведены в работе [1]. Развитие неус-
тойчивых трещин в крепких породах, имею-
щих зернистую структуру, исследовано не-
достаточно.

Целью данной работы является разра-
ботка математической модели роста неус-
тойчивых трещин в зернистом материале и
установление зависимости  коэффициента
интенсивности напряжений первого рода от
диаметра зерна, без учета слияния микро-
трещин.
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В основу модели развития неустойчивой
трещины в зернистой структуре была поло-
жена усовершенствованная модель Тролло-
па, когда микротрещина разрыва по грани-
це зернистого материала формируется под
действием сжимающих напряжений.

Для выяснения картины образования
микротрещин и направления движения тре-
щины в дискретной среде предлагается мо-
дель, изображенная на рисунке 1.

Данная модель представляет собой плос-
кость, разбитую на две полуплоскости, где
верхняя полуплоскость моделирует дискрет-
ную среду, изображенную в виде набора зе-
рен, расположение которых характеризует-
ся номером строки и столбца зерна. Вдоль
оси Оу и Ох показана нумерация строк  и
столбцов соответственно.

В нижней  полуплоскости, изобража-
ющей сплошную среду, рассматривается
трещина, окрестность одной из вершин ко-
торой  представляет  собой  зернистую
структуру. В исследованиях рассматрива-
лась дискретная среда с диаметром зерна

001,0d = м, а длина трещины варьировалась
от 0,005 до 0,015  м. Упругие характерис-
тики зерна и заполнителя имели одни и те
же значения: модуль Юнга МПа104,4Е 4⋅= ;
коэффициент Пуассона 1,0=ν . Ширина за-
полнителя  между  зернами  породы

0001,0=h  м.
Краевые условия  имели вид: s ;0 σ=σ

0
nn σ=σ  на АВ, где ns,σσ  – соответственно

касательные и нормальные напряжения, 0
пσ –

задаваемое нормальное напряжение.
Реализация модели осуществляется ме-

тодом граничных элементов [2].
Граничные интегральные уравнения это-

го метода в процессе дискретизации границ
микротрещин представляются в виде следу-
ющей системы линейных уравнений:
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где  N – количество всех граничных элементов;
sjnj D,D  – компоненты разрывов смещений

j-го отрезка трещины в нормальном и ка-
сательном направлениях соответственно;

i
n

i
s ,σσ  – касательные и нормальные напря-

жения на границе тела  соответственно;

sjnj KK ,  – нормальная и касательная же-
сткость заполнителя i-го  элемента соот-
ветственно;

nnijnsijsnijssij BBBB ,,,   – фундаментальные
решения.
Результаты моделирования, приведен-

ные на рисунке 2, показывают, что развитие
трещины  осуществляется за счет слияния
микротрещин, формирующихся  по грани-
цам зерен материала. Образование микро-
трещин происходит преимущественно перед
фронтом трещины, образуя треугольную
зону с углом  заострения 60°. Вне основной

области раскрытия микротрещин появились
наклонные  полосы раскрытых микротре-
щин. Причем варьирование длины трещины
АВ в заданном диапазоне существенно не
влияет на  общую картину раскрытия мик-
ротрещин.

На рисунке 3 показана картина раскры-
тия вертикальных микротрещин в направле-
нии движения трещины АВ. Величина рас-
крытия вертикальных микротрещин при уда-
лении от  трещины в перпендикулярном на-
правлении относительно оси абсцисс значи-
тельно уменьшается. Раскрытие микротре-
щины, находящейся в первой строке перед
трещиной, превышает по величине осталь-
ные, расположенные в выше лежащих стро-
ках зерен (с увеличением номера строки зер-
на) в 100-1000 раз.

Рисунок 4 иллюстрирует, что величина
раскрытия вертикальных микротрещин, по
мере удаления от трещины АВ в положитель-
ном направлении оси ординат, имеет гипер-
болическую зависимость.
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Рисунок 1. Модель дискретной среды
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Рисунок 2. Раскрытие микротрещин по границам зерен

Из приведенных графических зависимо-
стей на рисунках 3 и 4 следует, что:

− ширина раскрытия трещины в зернис-
той структуре по величине не превосходит
2-3 диаметра зерна;

− направление развития трещины будет
формироваться микротрещинами разрыва,
образованными параллельно берегам  тре-
щины.

Проведенный выше анализ показал, что
продвижение трещины по границам зерен
происходит поэтапно, т. е. последовательно
для каждой раскрытой микротрещины.  По-
этому была разработана модель для опреде-
ления коэффициента интенсивности напря-
жений первого рода,  изображенная на ри-
сунке 5.

Рисунок 4. Зависимости величины раскрытия вертикальных микротрещин от номера строки
при изменении столбца, где 11 столбец, 12 столбец
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Рисунок 3. Зависимости величины раскрытия вертикальных микротрещин
от номера столбца зерна  при изменении строк
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Для вычисления коэффициента интен-
сивности напряжений первого рода в точке
В использовали следующий критерий [3]:

xl

D
lim

)1(2

G

2
K n

lx
I

−ν−
π−=

→ ,

где IK  – коэффициент интенсивности напря-
жений первого рода, 23мH ;
l – длина трещины, м;
G – модуль сдвига.
В результате расчетов был разработан

критерий роста трещины в материале, ослаб-
ленном раскрытыми микротрещинами на
границах зерен:

)d(flpKI ⋅π= ,
где 1952,1d5597,1d228,7)d(f 2 ++−= – безраз-

мерная величина;
d, м – диаметр зерна ( )м001,0d0001,0 ≤≤ .
На рисунке 6 приведены графики, сопо-

ставляющие  зависимости напряжений от
длины трещины для сплошной и дискретной
сред с различными диаметрами зерна мате-
риала. Как видно из рисунка, развитие тре-
щины  в дискретной среде происходит при
меньшем усилии. Так, напряжения, возника-
ющие в сплошной среде, в 1,21 раза больше
(на 17,319%), чем в дискретной среде, при

0001,0d = м и в 1,28 раза (на 21,831%) – при
001,0d = м. Таким образом, прочность  мате-

риала в дискретной среде зависит от диамет-
ра зерна. Проведенные исследования  пока-
зывают, что увеличение зерна материала
уменьшает его прочностные характеристики.
Данный факт согласуется с эксперименталь-
ными результатами при развитии трещин в
керамике, металле, горных породах [4].
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Рисунок 5. Схема раскрытия микротрещин
по границам зерен.
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Рисунок 6. Зависимость напряжения от длины
трещины, формирующейся в дискретной среде

- сплошная среда;
- диаметр зерна 0001,0=d м;
- диаметр зерна 001,0=d м.
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На основании проведенных  исследова-
ний можно сделать следующие выводы:

1. Микротрещины в зернистом мате-
риале формируются перед фронтом тре-
щины.  Полностью раскрытые трещины
по границам зерен образуют фигуру, име-
ющую форму треугольника с углом заос-
трения 60°.

2. Формирование макротрещины в зер-
нистом материале осуществляется с шири-
ной  раскрытия в 2-3 диаметра зерна.

3. Разработанный критерий позволяет
прогнозировать развитие неустойчивых тре-
щин в дискретной среде с различными диа-
метрами зерна.
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