
134 ВЕСТНИК ОГУ №5/МАЙ`2006

Ïîëêóíîâ Þ.Ã.
Îðåíáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÃÎ ÐÎÑÒÀ ÒÐÅÙÈÍ
Â ÇÅÐÍÈÑÒÛÕ ÃÅÎÌÀÒÅÐÈÀËÀÕ

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äâóõ ñòàäèé êîíòàêòíîãî êâàçèñòàòè÷åñêîãî
ðàçðóøåíèÿ çåðíèñòûõ ãåîìàòåðèàëîâ äèñêîâûìè èíñòðóìåíòàìè. Àäåêâàòíîñòü ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðî-
âàíèÿ è êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîãî ðîñòà ìàãèñòðàëüíûõ òðåùèí ïîäòâåðæäàëàñü ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
èññëåäîâàíèÿìè.

Â ïðîöåññå êâàçèñòàòè÷åñêîãî ðàçðóøåíèÿ
â îáùåì ñëó÷àå âûäåëÿþò òðè ñòàäèè: ñòàäèÿ
íàêîïëåíèÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé, ñòàäèÿ êâàçè-
ðàâíîâåñíîãî ïðîðàñòàíèÿ òðåùèí è ñòàäèÿ
íåðàâíîâåñíîãî, ëàâèíîîáðàçíîãî äâèæåíèÿ
ìàãèñòðàëüíûõ òðåùèí.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðà-
áîòêà ìîäåëåé îáðàçîâàíèÿ îðèåíòèðîâàííûõ
ìèêðîòðåùèí ïîä ëåçâèåì èíñòðóìåíòîâ è óñ-
òîé÷èâîãî ðîñòà ìàãèñòðàëüíûõ òðåùèí íà
ïðèìåðàõ öèêëè÷åñêîãî ðàçðóøåíèÿ ïîðîä äèñ-
êîâûì èíñòðóìåíòîì.

Öèêëè÷åñêèé ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ ãîðíûõ
ïîðîä äèñêîâûì èíñòðóìåíòîì îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ çà ñ÷åò ìíîãîêðàòíîãî ïðîêàòûâàíèÿ èíñò-
ðóìåíòà ïî îäíîìó è òîìó æå ñëåäó, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò ñîçäàâàòü óñòîé÷èâóþ òðåùèíó è ïðè äîñ-
òèæåíèè åþ ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû – ìàãèñò-
ðàëüíóþ íåóñòîé÷èâóþ, ðàçìåð êîòîðîé âàðü-
èðóåòñÿ îò 0,2 äî 1,2 ì.

Ãðàíèöû ðàçäåëà çåðåí ÿâëÿþòñÿ îñíîâíû-
ìè äåôåêòàìè â êðèñòàëëè÷åñêèõ ïîðîäàõ. Ðå-
çóëüòàòû ìíîãî÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ðàçðóøåíèè
îáðàçöîâ ãîðíûõ ïîðîä îáðàçóåòñÿ ñåðèÿ ñëó-
÷àéíî ðàñïîëîæåííûõ ñóáîñåâûõ òðåùèí. Âîç-
íèêíîâåíèå ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé ïîä
äåéñòâèåì ñæèìàþùåé íàãðóçêè âîçìîæíî
òîëüêî äëÿ ìàòåðèàëîâ, èìåþùèõ çåðíèñòóþ
ñòðóêòóðó [1].

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-
íèé ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ ïîðîä ãîðíûìè èí-
ñòðóìåíòàìè ïîêàçàëè, ÷òî ðàçðóøåíèå ãîðíûõ
ïîðîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî öåìåíòèðóþùåìó âå-
ùåñòâó, ñâÿçûâàþùåìó çåðíà ãîðíûõ ïîðîä.
Ãîðíûå ïîðîäû èìåþò ãåòåðîãåííîå ñòðîåíèå,
êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò îñòàíîâêó ìèêðîòðåùèí
íà ñòðóêòóðíûõ ãðàíèöàõ è ïðèâîäèò ê èõ ìíî-
ãî÷èñëåííîìó íàêîïëåíèþ.

Ïîýòîìó äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìèêðîðàçðó-
øåíèÿ ãîðíûõ ïîðîä ïîä ëåçâèåì ãîðíûõ èíñò-
ðóìåíòîâ íà ïåðâîé ñòàäèè ðàçðóøåíèÿ íåîá-

õîäèìî ðàçðàáîòàòü äèñêðåòíóþ ìîäåëü çåðíè-
ñòûõ êðåïêèõ ïîðîä, â êîòîðîé ðàçìåðû ìèê-
ðîòðåùèí áûëè áû ñîèçìåðèìû ñ ðàçìåðîì çåð-
íà êðåïêèõ ïîðîä.

Îäíà èç ïåðâûõ ðàáîò ïî ìîäåëèðîâàíèþ
ãîðíûõ ïîðîä â âèäå çåðíèñòîãî ìàòåðèàëà ïðè-
íàäëåæèò Òðîëëîïó [1]. Ýëåìåíò çåðíèñòîé
ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëÿëñÿ èì â âèäå íàáîðà çå-
ðåí (ðèñ. 1, à). Îñîáåííîñòü ýëåìåíòà çåðíèñ-
òîé ñòðóêòóðû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íåì
ìàêñèìàëüíûå ðàñòÿãèâàþùèå óñèëèÿ íàïðàâ-
ëåíû íîðìàëüíî ê ñæèìàþùèì íàïðÿæåíèÿì.
Ïðàâîìî÷íîñòü äàííîé ìîäåëè ãîðíûõ ïîðîä
ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ðÿäà ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé [1], â êîòîðûõ ïîêàçàíî,
÷òî ãîðíûå ïîðîäû ïðè ðàçðóøåíèè âåäóò ñåáÿ
ïðåèìóùåñòâåííî êàê äèñêðåòíûå ñðåäû, ñîñòî-
ÿùèå èç íàáîðà îòäåëüíûõ ÷àñòèö.

Â ïðîäîëæåíèå ìîäåëè Òðîëëîïà ó÷àñòêè
êîíòàêòà ìåæäó çåðíàìè ïðåäñòàâèì â âèäå ïðÿ-
ìûõ îòðåçêîâ (ðèñ. 1, á). Òîãäà ïåðâè÷íûé ýëå-
ìåíò � çåðíî ìàòåðèàëà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñî-
áîé ãåêñàãîíàëüíûé ýëåìåíò. Íà îñíîâàíèè
âûøåèçëîæåííîãî ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ ìîäåëü
çåðíèñòîãî ìàòåðèàëà èìååò ñëåäóþùèå îñîáåí-
íîñòè [2]:

� ñòðóêòóðà ìàòåðèàëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñåòêó ãåêñàãîíàëüíûõ çåðåí ñ îäíèì è òåì æå
óñðåäíåííûì äèàìåòðîì çåðíà;

a á

Ðèñóíîê 1. Ýëåìåíò çåðíèñòîé ñðåäû
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� òðåùèíû ìåæäó çåðíàìè ïðåäñòàâëåíû â
âèäå ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàçðåçîâ;

� êîíòàêòû ìåæäó çåðíàìè çàïîëíåíû ëè-
íåéíî-óïðóãèì ìàòåðèàëîì ñî ñâîèìè óïðóãè-
ìè õàðàêòåðèñòèêàìè, îòëè÷íûìè îò õàðàêòå-
ðèñòèê çåðåí;

� ìàòåðèàë çåðåí îäíîðîäåí è èçîòðîïåí;
� ðàçìåð çåðåí � âåëè÷èíà ìàëàÿ ïî ñðàâíå-

íèþ ñ ðàçìåðîì òåëà;
� òðåõîñíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ìîæåò

áûòü çàìåíåíî äâóõîñíûì � ïëîñêîé äåôîðìà-
öèåé, òàê êàê äëèíà êîíòàêòà èíñòðóìåíòà ñ
ãîðíîé ïîðîäîé íà äâà ïîðÿäêà ïðåâûøàåò ðàç-
ìåð çåðíà ìàòåðèàëà.

Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè çåðíèñ-
òîãî ìàòåðèàëà áûëè ðàññìîòðåíû ìîäåëè îá-
ðàçîâàíèÿ ìèêðîòðåùèí ïî ãðàíèöàì çåðåí ãîð-
íûõ ïîðîä â çàâèñèìîñòè îò âèäà êîíòàêòà èí-
ñòðóìåíòîâ, èìåþùèõ ðàçëè÷íóþ ãåîìåòðè÷åñ-
êóþ ôîðìó.

Äèàìåòð çåðíà âûáèðàëñÿ óñðåäíåííûì è
ñîîòâåòñòâîâàë d = 0,001 ì. Â ìîäåëÿõ ðàññìàò-
ðèâàëèñü òîëüêî êðåïêèå ïîðîäû. Óïðóãèå õà-
ðàêòåðèñòèêè çåðíà è öåìåíòà èìåëè îäíè è òå
æå çíà÷åíèÿ. Ìîäóëü Þíãà E = 3 · 104 ÌÏà,
êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 30,=ν . Øèðèíà çàïîë-
íèòåëÿ ìåæäó çåðíàìè ïîðîäû 10/dh = . Ìî-
äóëü ñäâèãà öåìåíòà îïðåäåëÿëñÿ ïî ôîðìóëå
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èíñòðóìåíòîâ íà çåðíèñòûé ìàòåðèàë. Â ïåðâîì
ñëó÷àå íà ïîëóïëîñêîñòü âîçäåéñòâîâàëè òîëü-
êî íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ÌÏà n 10=σ , õà-
ðàêòåðíûå ïðè âíåäðåíèè â ãîðíûé ìàññèâ êëè-
íîâîãî èíñòðóìåíòà ñ ðàäèóñîì çàêðóãëåíèÿ

d2=ρ . Âòîðîé ñëó÷àé îïèñûâàë âíåäðåíèå ñèì-
ìåòðè÷íûõ èíñòðóìåíòîâ â ïîðîäó. Â ýòîì ñëó-
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ãäå ϕ  � ïîëîâèíà ñèììåòðè÷íîãî óãëà çàîñòðå-
íèÿ èíñòðóìåíòà, ÌÏà n 10=σ .

Ðàñêðûòèå ìèêðîòðåùèí â ãîðíûõ ïîðîäàõ
îò âíåøíèõ óñèëèé, ñîçäàâàåìûõ ãîðíûìè èí-
ñòðóìåíòàìè, ìîäåëèðîâàëîñü íà îñíîâå äâóõ
ìåòîäîâ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé �
ôèêòèâíûõ íàãðóçîê è ðàçðûâíûõ ñìåùåíèé [3].

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ñõåìû, ïîêàçûâàþùèå
ðàñêðûòèå ìèêðîòðåùèí ïî ãðàíèöàì çåðåí
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Ðèñóíîê 2. Ðàñêðûòèå ìèêðîòðåùèí ïî ãðàíèöàì çåðåí
ãîðíûõ ïîðîä

Ïîëêóíîâ Þ.Ã. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå óñòîé÷èâîãî ðîñòà òðåùèí...
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ìàòåðèàëà îò ðàçëè÷íûõ óãëîâ çàîñòðåíèÿ èí-
ñòðóìåíòà.

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêà-
çûâàåò, ÷òî êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñâîåìó óãëó çàîñòðåíèÿ èíñòðóìåí-
òà, îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà îáðà-
çîâàíèå ìèêðîòðåùèí ïî ãðàíèöàì çåðåí ìàòå-
ðèàëà. Äåéñòâèå èíñòðóìåíòà ñ ïëîñêèì îñíî-
âàíèåì íà çåðíèñòûé ìàòåðèàë, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò äåéñòâèþ òîëüêî íîðìàëüíûõ íàïðÿæå-
íèé, ôîðìèðóåò â íåì òðåùèíû äâóõ íàïðàâëå-
íèé � áîêîâûå è ìåäèàííûå. Áîêîâûå òðåùèíû
ôîðìèðóþòñÿ ñî ñòîðîíû ñâîáîäíîé îáíàæåí-
íîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ìåäèàííàÿ
òðåùèíà îáðàçóåòñÿ â ãëóáèíå ïîðîäû íà íåêî-
òîðîì ðàññòîÿíèè îò äåéñòâèÿ èíñòðóìåíòà.
Ïîä äåéñòâèåì âåðòèêàëüíîãî íîðìàëüíîãî
íàïðÿæåíèÿ çåðíà ìàòåðèàëà ñìåùàþòñÿ âíèç
ïî îñè OY, îáðàçîâûâàÿ ïîðîäíûé êëèí. Ïðî-
èñõîäèò íàðóøåíèå ñâÿçåé ïðè òðåíèè ïî ãðà-
íèöàì ñ ñîñåäíèìè íå íàãðóæåííûìè çåðíàìè.
Çåðíà ìàòåðèàëà ñæèìàþò öåìåíò è ðàñêëèíè-
âàþò çåðíà ïî öåìåíòó, íàõîäÿùåìóñÿ â ãëóáè-
íå ïîðîäû, îáðàçóÿ ñåòü ìèêðîòðåùèí ïåðåä óï-
ëîòíåííûì ÿäðîì ïîðîäíîãî êëèíà. Â ýòî âðå-
ìÿ ïðîèñõîäèò ðàñêðûòèå ìèêðîòðåùèí ïî ãðà-
íèöàì çåðåí ïîðîäû, ðàñïîëîæåííûìè â îê-
ðåñòíîñòè ñâîáîäíîé íåíàãðóæåííîé ïîâåðõ-
íîñòè. Ýòè ìèêðîòðåùèíû ôîðìèðóþò áîêî-
âûå òðåùèíû, êîòîðûå èìåþò ôîðìó ýëëèïñà
è âûõîäÿò íà ñâîáîäíóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïî-
âåðõíîñòü.

Íà ðèñ. 2 á, â, ã ïðèâåäåíà êàðòèíà îáðàçî-
âàíèÿ ìèêðîòðåùèí ïî ãðàíèöàì çåðåí ìàòå-
ðèàëà, êîãäà óãîë çàîñòðåíèÿ èíñòðóìåíòà

o,, 3045602 =ϕ . Ìèêðîòðåùèíû â ýòèõ ñëó÷àÿõ
âîçíèêàþò ñî ñòîðîíû ãðàíèöû êîíòàêòà èí-
ñòðóìåíòà ñ ïîðîäîé. Ýòè óñëîâèÿ âîçíèêàþò,
êîãäà êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå êîí-
òàêòà ïðåâûøàþò ïî âåëè÷èíå íîðìàëüíûå nσ .
Äëÿ óãëà o302 =ϕ  õàðàêòåðíî îáðàçîâàíèå òðå-
ùèíû ïîä ëåçâèåì èíñòðóìåíòà çà ñ÷åò ñëèÿíèÿ
âåðòèêàëüíûõ è íàêëîííûõ òðåùèí.

Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ çåðíè-
ñòûõ ìàòåðèàëîâ ïîä ëåçâèåì èíñòðóìåíòîâ ïî-
êàçàëî, ÷òî õàðàêòåð è âåëè÷èíà ðàñêðûòèÿ ìèê-
ðîòðåùèí ïî ãðàíèöàì çåðåí ìàòåðèàëà çàâèñÿò
îò âåëè÷èíû ñîîòíîøåíèÿ íîðìàëüíûõ nσ  è êà-
ñàòåëüíûõ sσ  ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé íà ãðà-
íèöå êîíòàêòà èíñòðóìåíòà ñ ïîðîäîé. Åñëè

sn σ>σ , òî çåðíà ìàòåðèàëà ñìåùàþòñÿ âãëóáü
ïîðîäû è ðàñêðûòèå ìèêðîòðåùèí ïî ãðàíèöàì
çåðåí îñóùåñòâëÿåòñÿ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè

îò ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè çà ñ÷åò ðàñêëèíèâà-
íèÿ ïîðîäíûì êëèíîì (ÿäðîì óïëîòíåíèÿ). Åñëè

sn σ<σ , òî ðàñêðûòèå ìèêðîòðåùèí ïî ãðàíè-
öàì çåðåí ìàòåðèàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî ñ ãðàíèöû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-
íèé ïî âíåäðåíèþ èíäåíòîðîâ ðàçëè÷íîé ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ôîðìû â îáðàçöû ãîðíûõ ïîðîä
[4] ïîäòâåðæäàþò ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ
(ðèñ. 2 à, á). Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü íà óñ-
òàíîâêå, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî ïîçâîëÿëà çà-
ïèñûâàòü âåëè÷èíó íàãðóæàþùåãî óñèëèÿ, ãëó-
áèíó ïðîíèêíîâåíèÿ èíäåíòîðà â îáðàçåö, ÷èñ-
ëî è àìïëèòóäó ýëåêòðîìàãíèòíûõ èìïóëüñîâ
íà êàæäîì ýòàïå ðàçðóøåíèÿ. Èññëåäîâàíèþ
ïîäâåðãàëèñü ïðèðîäíûå îáðàçöû ãîðíûõ ïî-
ðîä (ïåñ÷àíèêè, àëåâðîëèòû), ïîëó÷åííûå èç
ðàçâåäî÷íûõ ñêâàæèí ñ ðàçíûõ ãëóáèí, è ïåñ-
÷àíî-öåìåíòíûå îáðàçöû ñ ðàçëè÷íûìè ðàçìå-
ðàìè ôðàêöèé çåðåí è êîíöåíòðàöèÿìè ïåñ÷à-
íî-öåìåíòíîé ìàññû.

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ëàáîðàòîðíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé íåçàâèñèìî îò äèàìåòðà çåðíà
d = 0,00025� 0,002 ì ïîêàçàë, ÷òî:

� ïëîñêèé â ïëàíå èíäåíòîð íà ïåðâîì ýòà-
ïå âíåäðåíèÿ ôîðìèðîâàë ïîðîäíûé êëèí èëè
êîíóñ, à íà âòîðîì ýòàïå ðàçðóøåíèÿ ïîÿâëÿ-
ëèñü îñåâûå òðåùèíû, ïðèâîäÿùèå ê ðàçðóøå-
íèþ îáðàçöà íà òðè ÷àñòè;

� êëèíîâîé èíäåíòîð ñ óãëîì çàîñòðåíèÿ
o602 =ϕ  ðàçðóøàë îáðàçåö íà äâà ñèììåòðè÷-

íûõ îñêîëêà áåç ïðèñóòñòâèÿ ÿäðà óïëîòíåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü äëÿ

çåðíèñòûõ êðåïêèõ ïîðîä ïîäòâåðæäàåòñÿ ðå-
çóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé è
îáðàçîâàííûå ñåòè ðàñêðûòûõ ìèêðîòðåùèí
ðàçðûâà ïî ãðàíèöàì çåðåí ïîðîä ïîêàçûâàþò
íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ ìàãèñòðàëüíûõ òðåùèí.

Ñîïîñòàâèì ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ
ìèêðîòðåùèí äèñêðåòíûìè ýëåìåíòàìè (ðèñ. 2
â, ã) ñ êðèòåðèåì ðîñòà óñòîé÷èâûõ òðåùèí.

Êðèòåðèé ðîñòà óñòîé÷èâîé òðåùèíû äëÿ
ïîëóïëîñêîñòè, íàãðóæåííîé ñèììåòðè÷íûì
êëèíîâûì èíñòðóìåíòîì, ñ ïîïåðå÷íîé êðàå-
âîé òðåùèíîé èìåë ïîñëå ðàñ÷åòîâ ñëåäóþùèé
âèä [2]:

l

π
ϕ

ϕβ= P
sin

)-sin(AIK  ,                (1)

ãäå IK  � êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿ-
æåíèé ïåðâîãî ðîäà, H/ì3/2;
P � óñèëèå, äåéñòâóþùåå íà åäèíèöó äëè-
íû êîíòàêòà èíñòðóìåíòà ñ ïîðîäîé, H/ì;
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l  � äëèíà òðåùèíû, ì;
ϕ  � ïîëîâèíà ñèììåòðè÷íîãî óãëà çàîñò-
ðåíèÿ êëèíîâîãî èíñòðóìåíòà, ãðàä.
(20<2ϕ <45o) ;
A = 0,4885503 � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà;
β  = 57,66641 , ãðàä.
Íà îñíîâàíèè êðèòåðèÿ (1) èìååì

°=ϕ 452l = 1, 6984921 (P2/
I

K 2),

°=ϕ 302l = 5,1414764 (P2/
I

K 2).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

°=ϕ 302l = 3,02770829 · °=ϕ 452l .          (2)

Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî äëèíà ìèêðîòðåùèíû,
îáðàçîâàííîé îò äåéñòâèÿ ñèììåòðè÷íîãî
êëèíîâîãî èíñòðóìåíòà ñ óãëîì çàîñòðåíèÿ
2ϕ  = 45î, ðàâíÿåòñÿ äèàìåòðó çåðíà ãîðíîé ïî-
ðîäû, òî íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (2) ñëåäó-
åò, ÷òî äëèíà ìèêðîòðåùèíû äëÿ ñèììåòðè÷-
íîãî êëèíîâîãî èíñòðóìåíòà 2ϕ  = 30î áóäåò ðàâ-
íÿòüñÿ

°=ϕ 302l ≅  3d,

ãäå d � äèàìåòð çåðíà ãîðíîé ïîðîäû.
Äàííûé ðåçóëüòàò ïîäòâåðæäàåòñÿ èññëåäî-

âàíèÿìè, ïðèâåäåííûìè íà ðèñ. 2, â, ã.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ õðóïêèõ ãåîìàòåðèàëîâ

ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæ-
äó ïåðâîé è íà÷àëîì âòîðîé ñòàäèè êâàçèñòà-
òè÷åñêîãî ðàçðóøåíèÿ.

Ïðè ïîñòðîåíèè îáúåìíûõ ìîäåëåé èñïîëü-
çîâàëñÿ òîò æå ïîäõîä â ìîäåëèðîâàíèè íàãðó-
æåííîñòè, ÷òî è â ìîäåëÿõ ïëîñêîé äåôîðìà-
öèè. Êðîìå òîãî, ýêñïåðèìåíòàëüíûìè èññëå-
äîâàíèÿìè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ðàâíîäåé-
ñòâóþùàÿ ñèëà ïðè ðàçðóøåíèè êðåïêèõ ãîð-
íûõ ïîðîä äèñêîâûìè èíñòðó-
ìåíòàìè, âîçíèêàþùàÿ ïðè ïî-
ñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè èíñò-
ðóìåíòà, èìååò òó æå âåëè÷èíó,
÷òî è ïðè ïåðåêàòûâàíèè ïî ïî-
ðîäíîìó áëîêó.

Ñõåìà, îïèñûâàþùàÿ âçàè-
ìîäåéñòâèå ñèììåòðè÷íîãî
äèñêîâîãî èíñòðóìåíòà ñ òâåð-
äîé ïîðîäîé, ïðèâåäåíà íà ðèñ.
3. Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â îê-
ðåñòíîñòè òðåùèíû îïðåäåëÿ-
ëîñü íà îñíîâå ìåòîäîâ ãðàíè÷-
íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
[3, 5]. Óâåëè÷åíèå ïëîùàäè òðå-
ùèíû S = m·l  â ïðîöåññå ðàñ÷å-

òîâ îñóùåñòâëÿëîñü â íàïðàâëåíèè l  ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ m.

Ðàñ÷åòàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî óãîë çàîñòðå-
íèÿ äèñêîâîãî èíñòðóìåíòà îêàçûâàåò âëèÿíèå
íà ìåõàíèçì ðàñêðûòèÿ áåðåãîâ òðåùèíû. Ðàñ-
êðûòèå òðåùèíû òîëüêî ïîä äåéñòâèåì íîð-
ìàëüíûõ íàïðÿæåíèé âîçìîæíî, êîãäà óãîë çà-
îñòðåíèÿ äèñêîâîãî èíñòðóìåíòà 2ϕ < 45î. Ïî-
ýòîìó, èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä [6],
áûë îïðåäåëåí îäèí êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíî-
ñòè íàïðÿæåíèé ïåðâîãî ðîäà 

I
K , îïèñûâàþ-

ùèé ðàçâèòèå òðåùèí íîðìàëüíîãî ðàçðûâà.
Êðèòåðèé ðîñòà òðåùèíû íîðìàëüíîãî ðàç-

ðûâà ïîëóïðîñòðàíñòâà, íàãðóæåííîãî ñèììåò-
ðè÷íûì äèñêîâûì èíñòðóìåíòîì, ñ êðàåâîé
ïðÿìîóãîëüíîé òðåùèíîé â ðåçóëüòàòå ðàñ÷å-
òîâ ïðèíèìàë ñëåäóþùèé âèä:

 43/S
P

sin

)sin(
AIK

π
ϕ

ϕ−β= ,                 (3)

ãäå P � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ñèììåòðè÷íûé
äèñêîâûé èíñòðóìåíò, H;

I
K � êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæå-
íèé ïåðâîãî ðîäà, H/ì3/2;
S = m·l  � ïëîùàäü òðåùèíû, ì2;
 m, l  � ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû ïðÿìîó-
ãîëüíîé òðåùèíû, ì;
ϕ  � ïîëîâèíà óãëà çàîñòðåíèÿ äèñêîâîãî
èíñòðóìåíòà, ãðàä.
 (0 < 2ϕ  < 45o) ;
 A = 0,2831683 � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà;
β  = 57,6664, ãðàä.
Óñèëèå P, äåéñòâóþùåå íà îñü ñèììåòðè÷-

íîãî äèñêîâîãî èíñòðóìåíòà, ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ðàâíîäåéñòâóþùóþ ñèëó

P

 l

 c  
2ö

Ðèñóíîê 3. Ñõåìà, ìîäåëèðóþùàÿ âçàèìîäåéñòâèå ñèììåòðè÷íîãî äèñêîâîãî
èíñòðóìåíòà ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì

Ïîëêóíîâ Þ.Ã. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå óñòîé÷èâîãî ðîñòà òðåùèí...
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 P = (P2
x  + P

2
y  + P2

z )1/2,

ãäå P
x
, P

y
, P

z
 � ïðîåêöèè âåêòîðà óñèëèÿ íà îñè

äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò OX, OY, OZ ñî-
îòâåòñòâåííî.

Êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé
áûë îïðåäåëåí äëÿ òî÷êè Ñ, èçîáðàæåííîé íà
ðèñ. 3. Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ âåëè÷èíó ïî ïå-
ðåìåííîé S îò ðàâåíñòâà (3), ïîëó÷àåì, ÷òî
d K

I 
/ dS < 0 .
Òàêèì îáðàçîì, òðåùèíû íîðìàëüíîãî ðàç-

ðûâà, îáðàçîâàííûå â ïîðîäå ïîä ëåçâèåì ñèì-
ìåòðè÷íûõ äèñêîâûõ èíñòðóìåíòîâ, èìåþò óñ-
òîé÷èâûé õàðàêòåð ðàçâèòèÿ, è äëÿ èõ ðîñòà
òðåáóåòñÿ ïðèðàùåíèå âíåøíåé íàãðóçêè.

Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî êðèòåðèÿ ðàçðó-
øåíèÿ âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü îöåíêè âåëè÷è-
íû áîêîâîé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ëåçâèå äèñ-
êîâîãî èíñòðóìåíòà.

Íà îñíîâàíèè êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ (3) ãî-
ðèçîíòàëüíûå ñèëû T, ïàðàëëåëüíûå ïîëóïðî-
ñòðàíñòâó è ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïëîùàäè òðåùè-
íû S = m·l , ïðåäñòàíóò â ñëåäóþùåì âèäå:

 T = 
)sin(B

cosSK /

I

ϕ−βπ
ϕ43

,                   (4)

ãäå B = 0,5663366 � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.
Äàííûé êðèòåðèé (4) ïîçâîëÿåò äëÿ êàæäî-

ãî óãëà çàîñòðåíèÿ 2ϕ  óñòàíîâèòü ïðåäåëüíûå
áîêîâûå óñèëèÿ T íà ëåçâèè äèñêîâîãî èíñòðó-
ìåíòà, êîòîðûå ôîðìèðóþò òðåùèíû íîðìàëü-
íîãî ðàçðûâà, â çàâèñèìîñòè îò ðîñòà óñòîé÷è-
âûõ òðåùèí è êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè
íàïðÿæåíèé ïåðâîãî ðîäà.

Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü
T/ ( 43/SKI

) îò óãëà çàîñòðåíèÿ 2ϕ  äèñêîâîãî èí-
ñòðóìåíòà.

Òàáëèöà 1. Çàâèñèìîñòü ïðåäåëüíûõ áîêîâûõ óñèëèé
íà ëåçâèè äèñêîâîãî èíñòðóìåíòà

îò óãëà çàîñòðåíèÿ 2ϕ

2ϕ  20 30 40 

43 /SK

T

I

 
1,3322 1,4252 1,5378 

Ðàçðàáîòàííûé êðèòåðèé ðàçâèòèÿ òðåùèí
íîðìàëüíîãî ðàçðûâà â êðåïêèõ ãîðíûõ ïîðî-
äàõ ïðîâåðÿëè ñîïîñòàâëåíèåì ñ ðåçóëüòàòàìè,
âûïîëíåííûìè ïî ìåòîäèêå [7], ðàçðàáîòàííîé
íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïî
ðàçðóøåíèþ ïîðîäíûõ áëîêîâ äèñêîâûìè èí-
ñòðóìåíòàìè.

Â òàáëèöå 2 ïðåäñòàâëåíû äàííûå ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïî ðàçðóøåíèþ ãîð-
íûõ ïîðîä äèñêîâûìè èíñòðóìåíòàìè è ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷åòîâ, êîòîðûå âûïîëíåíû ïî ðàçðà-
áîòàííîìó êðèòåðèþ ðàçðóøåíèÿ (3).

Ðàçðóøåíèþ ïîäâåðãàëñÿ ïîðîäíûé áëîê
ðàçìåðîì 1,0× 1,0× 1,0 ì3. Áëîê ïåñ÷àíèêà
( 570,=σñæ ÌÏà, 084,=σ ð  ÌÏà ) ðàçðóøàëñÿ
äèñêîâûìè èíñòðóìåíòàìè, èìåþùèìè äèàìåòð
D = 0,28 ì è óãëû çàîñòðåíèÿ 2ϕ  = 25, 35, 45î.

Â òàáëèöå 2 ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷å-
íèÿ: h � ñóììàðíàÿ ãëóáèíà ïðîõîäà äèñêîâîãî
èíñòðóìåíòà ïî îäíîìó è òîìó æå ñëåäó;
R � ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèëà íà îñè äèñêîâîãî
èíñòðóìåíòà, îïðåäåëÿåìàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî;
l  � äëèíà óñòîé÷èâîé òðåùèíû; Ð � ðàâíîäåé-
ñòâóþùàÿ ñèëà, ðàñ÷åò êîòîðîé ïðîèçâîäèëñÿ
ïî êðèòåðèþ ðàçðóøåíèÿ (3).

Êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé
äëÿ ïåñ÷àíèêà 

I
K =0,7 ÌÏà ì1/2. Â ðàñ÷åòàõ ïðè-

íÿòî, ÷òî âåëè÷èíà m = 1,0 ì ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé äëèíó ðàçðóøàåìîãî áëîêà. Ïåðâàÿ êîëîí-
êà òàáëèöû îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ïðîâåäåííûõ
ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðàçðóøåíèþ áëîêà ïåñ÷àíè-
êà äèñêîâûìè èíñòðóìåíòàìè. Âî âòîðîé êîëîí-
êå ïðåäñòàâëåíî êîëè÷åñòâî ïðîõîäîâ äèñêîâî-
ãî èíñòðóìåíòà ïî îäíîìó è òîìó æå ñëåäó.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè-
÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ïîêàçûâàþò, ÷òî ãëóáè-
íà ïðîõîäà äèñêîâîãî èíñòðóìåíòà ïî îäíîìó
è òîìó æå ñëåäó ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëåííîìó çíà-
÷åíèþ äëèíû óñòîé÷èâîé òðåùèíû. Ðàâíîäåé-
ñòâóþùèå íàãðóçêè â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òå-
îðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ èìåþò ðàçáðîñ ðå-
çóëüòàòîâ â ïðåäåëàõ 21%, ÷òî ÿâëÿåòñÿ óäîâ-
ëåòâîðèòåëüíûì ïðè ñîïîñòàâëåíèè ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ äàííûõ â ãîðíîì
äåëå.

Òàáëèöà 2. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
è òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ

ïåñ÷àíèêà

¹ 

îïûòà 

Íîìåð 

ïðîõîäà 

2ϕ , 

ãðàä. 
h, ì R, êÍ l ,ì P, êÍ 

1 1 

2 

3 

4 

25 0,006 

0,008 

0,010 

0,012 

11,15 

12,89 

14,51 

15,82 

0,006 

0,008 

0,010 

0,012 

9,18 

11,39 

13,46 

15,43 

2 1 

2 

3 

4 

35 0,006 

0,008 

0,010 

0,012 

15,49 

17,91 

20,04 

21,99 

0,006 

0,008 

0,010 

0,012 

14,02 

17,39 

20,56 

23,57 

3 1 

2 

45 0,006 

0,008 

19,71 

22,79 

0,006 

0,008 

19,98 

24,79 
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Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííûé êðèòåðèé
ðàçðóøåíèÿ ïîçâîëÿåò ïðîãíîçèðîâàòü ðàçóï-
ðî÷íåíèå êðåïêèõ ïîðîä òðåùèíàìè íîðìàëü-
íîãî ðàçðûâà ïðè öèêëè÷åñêîì âîçäåéñòâèè è
îïðåäåëÿòü ïðåäåëüíûå áîêîâûå íàãðóçêè íà
ëåçâèè äèñêîâûõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ îöåíêè èõ
äîëãîâå÷íîñòè.
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