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Àæûãóëîâà Í.Ò.
êàôåäðà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Èññûê-Êóëüñêîãî Ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÇÀÃÐßÇÍÈÒÅËÅÉ Â ÏÎÄÇÅÌÍÛÕ
ÂÎÄÀÕ ÏÐÈ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÌ ÐÅÆÈÌÅ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âûâîä äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè è ìàññîîáìåíà â ïîäçåìíûõ
âîäàõ, îñíîâàííûé íà áàëàíñå ìàññû âåùåñòâà è çàêîíå Ôèêà, êîòîðîå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ ñîâìåñòíî ñ ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì ôèëüòðàöèè. Àëãîðèòì è ïðîãðàììà îòëàæåíû íà
ðåøåíèè òåñòîâûõ çàäà÷.

Âàæíîé ïðîáëåìîé â ýêîëîãèè ÿâëÿåòñÿ
êîíòðîëü çà âûáðîñîì ïðîìûøëåííûõ, æèâîò-
íîâîä÷åñêèõ è áûòîâûõ îòõîäîâ. Îñîáåííî àê-
òóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ íà
îêðóæàþùóþ ñðåäó õâîñòîõðàíèëèù, ñîäåðæà-
ùèõ õèìè÷åñêè âðåäíûå âåùåñòâà. Ýòè ïðîáëå-
ìû òåñíî ñâÿçàíû ñ îáåñïå÷åíèåì íàñåëåíèÿ
êà÷åñòâåííî ÷èñòîé âîäîé. Çàãðÿçíèòåëè, ïîïà-
äàÿ â ïîäçåìíûå âîäû, ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ
èõ ñâîéñòâ è ñîñòàâà. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìèã-
ðàöèè ïîäçåìíûõ âîä äîëæíû ó÷èòûâàòüñÿ åùå
è ìîäåëè ïðîöåññîâ ìàññîïåðåíîñà.

Ïðè èçó÷åíèè ôèëüòðàöèè ñìåøèâàþùèõ-
ñÿ æèäêîñòåé â óñëîâèÿõ èõ ôèçèêî-õèìè÷åñêî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîðèñòîé ñðåäîé ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ñîâìåñòíî óðàâíåíèÿ ôèëüòðàöèè è
óðàâíåíèÿ äèôôóçèè è ìàññîîáìåíà. Áàëàíñ
ìàññû âåùåñòâà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà
îáëàñòè ôèëüòðàöèè â ïîðèñòîé ñðåäå áåç ó÷å-
òà èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè è âÿçêîñòè ïîòîêà ïðè-
âîäèò ê óðàâíåíèÿì [1,2]:
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ãäå zyx u,u,u  � êîìïîíåíòû ìàññîâîé ñêîðîñòè

àññîöèèðîâàííîãî ñ æèäêîñòüþ âåùåñòâà; Ñ è
N-ìàññîâûå êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà â æèäêîé
(íà åäèíèöó îáúåìà ðàñòâîðà) è  òâåðäîé (íà
åäèíèöó îáúåìà ïîðèñòîé ñðåäû) ôàçàõ.  Óðàâ-
íåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì êèíåòèêè. Åñëè
êîíöåíòðàöèÿ òâåðäîé ôàçû íå ó÷èòûâàåòñÿ, òî
óðàâíåíèå (2) íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, à ñëàãàåìîå

t/N ∂∂  â óðàâíåíèè (1) îòñóòñòâóåò.
Îñíîâíûì çàêîíîì äèôôóçèè â íåïîäâèæ-

íîé ñðåäå ÿâëÿåòñÿ çàêîí Ôèêà (òî÷íåå, åãî ïåð-
âûé çàêîí), ñîãëàñíî êîòîðîìó äèôôóçèîííûé
ïîòîê ïðîïîðöèîíàëåí ãðàäèåíòó êîíöåíòðàöèè
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ãäå: Ñ�êîíöåíòðàöèÿ äèôôóíäèðóþùåãî âåùå-
ñòâà; q–äèôôóçèîííûé ïîòîê, ò. å. êîëè÷åñòâî
âåùåñòâà, ïåðåíîñèìîå ÷åðåç åäèíèöó ïîâåðõ-
íîñòè çà åäèíèöó âðåìåíè; D � êîýôôèöèåíò
êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè. Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ óñ-
ëîâèé â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíîãî ìå-
õàíèçìà ïåðåíîñà âåùåñòâà ôèëüòðóþùèìñÿ ïî-
òîêîì ïåðâûé çàêîí Ôèêà äëÿ ïîëíîãî ïîòîêà
âåùåñòâà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [3]:
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ãäå g(x, y, z) � âîçìîæíûé èñòî÷íèê ðàñòâîðè-
ìîãî âåùåñòâà â îáëàñòè ôèëüòðàöèè.

Äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ î ïåðåíîñå
çàãðÿçíÿþùèõ ðàñòâîðîâ äîëæíû áûòü çàäàíû
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò
ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå ôîðìû. Íà ãðàíèöå S
îáëàñòè ôèëüòðàöèè èëè íà åå ÷àñòè çàäàåòñÿ
îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé [4, 5]:

1. Çàäàåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ  çàãðÿçíÿþùåãî
âåùåñòâà
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 � êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà â ðàñòâîðå.
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Çäåñü  Q(x, y, z) – ôóíêöèÿ ïåðåòîêà;  f(x, y, z) –
ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ ïîäçåìíûõ
âîä; α=α(x, y, z), β=β (x, y, z) – çàäàííûå ôóíêöèè.

Çàäà÷è (4), (10) è (11), (12) ðåøàåì ìåòîäîì
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [6, 7]. Ñ÷èòàÿ îáëàñòü ôèëü-
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Òàáëèöà 1. Òî÷íûå è ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé
H(x, y, z) è C(x, y, z)

Ôóíêöèÿ H(x, y, z) Ôóíêöèÿ C(x, y, z) 
¹ 

óçëîâ Òî÷íûå 

çíà÷åíèÿ 

Ïðèáëèæåííûå  

çíà÷åíèÿ 

Òî÷íûå 

çíà÷åíèÿ 

Ïðèáëèæåííûå 

çíà÷åíèÿ 

z=0 

2 1,231 1,223 2,462 2,446 

4 1,252 1,245 2,503 2,503 

7 1,122 1,121 2,245 2,251 

8 1,163 1,174 2,325 2,332 

14 1,121 1,142 2,241 2,253 

19 1,000 1,012 2,000 2,011 

20 1,040 1,039 2,080 2,058 

22 1,250 1,250 2,500 2,513 

z=0,2 

39 1,271 1,298 2,542 2,566 

41 1,292 1,299 2,583 2,623 

44 1,162 1,174 2,325 2,330 

45 1,202 1,214 2,405 2,434 

51 1,161 1,174 2,321 2,371 

56 1,040 1,047 2,080 2,114 

57 1,080 1,084 2,160 2,205 

59 1,290 1,301 2,580 2,630 

z=0,4 

76 1,391 1,361 2,782 2,830 

78 1,412 1,379 2,823 2,873 

81 1,282 1,288 2,565 2,575 

82 1,322 1,320 2,645 2,673 

88 1,281 1,299 2,561 2,582 

93 1,160 1,169 2,320 2,323 

94 1,200 1,201 2,400 2,378 

96 1,410 1,385 2,820 2,877 
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òîðûõ íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé [7], ïî-
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Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòû àëãîðèòìà è
ïðîãðàììû ðåøåíà òåñòîâàÿ çàäà÷à ïðè
ñëåäóþùèõ èñõîäíûõ äàííûõ: îáëàñòüþ
ôèëüòðàöèè ÿâëÿåòñÿ öèëèíäð V={x 2+y2 ≤ 0,25,
0≤ z ≤ 0,4}, êîòîðûé  ðàçáèò íà äâå ðàâíûå
÷àñòè âûñîòîé ∆z=0,2, à îñíîâàíèå − íà 54
òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòà ñ ìàêñèìàëüíîé
äëèíîé ñòîðîí ∆x=∆y=0,2, òàê ÷òî îáëàñòü V
ñîñòîèò èç 108 òðåóãîëüíûõ ïðèçì ñ îáùèì
÷èñëîì óçëîâ (âåðøèí) 111. Ôóíêöèè,
ôèãóðèðóþùèå â çàäà÷àõ (1), (2) è (3), (4),
èìåþò âèä:

k(x, y, z)=x+y+z+2, D(x, y, z)=2k (x, y, z),

W(x, y, z)=−4[2k(x, y, z)−1], G(x,y,z)=−20[D (x, y,

z)−1]. Èñêîìûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ H(x, y,

z)=x2+y2+z2+1, C(x, y, z)=2H(x, y, z). Â òàáë. 1
ïðèâåäåíû òî÷íûå è ïðèáëèæåííûå
çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèå
ïåðâîìó îêòàíòó öèëèíäðà.

Ðåçóëüòàòû ñ÷åòà ñâèäåòåëüñòâóþò î õîðî-
øåì ñîãëàñèè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ñ
òåîðåòè÷åñêîé îöåíêîé  O(∆x2+∆y2+∆z2).

Ñðàâíèòåëüíî áûñòðûé ðîñò ïîãðåøíîñòè
â ðàñ÷åòå êîíöåíòðàöèè çàãðÿçíÿþùåãî âåùå-
ñòâà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îíà àêêóìóëèðóåò ïî-
ãðåøíîñòè îáåèõ çàäà÷, ê òîìó æå ïî ðåçóëüòà-
òàì ðåøåíèÿ çàäà÷è ôèëüòðàöèè âûïîëíÿåòñÿ
íåêîððåêòíàÿ îïåðàöèÿ ÷èñëåííîãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ íàïîðíîé ôóíêöèè.
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