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§1. Óðàâíåíèå, ïðèâîäÿùåå ê óðàâíåíèþ Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó ñ ïàðàìåòðàìè α<0, β<0

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
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Â õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (1) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó
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, ïðè êîòîðîì α<0, β<0.

§2. Ïîñòðîåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2)

Ïóñòü z(α,β) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2). Òîãäà ïî ñâîéñòâàì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Äàðáó îíî
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïî ôîðìóëå
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(m è n ∈N, 0<α+m<1, 0<β+n<1, Ô(t) è Ψ (t) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì
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Ã. À. Èâàøêèíà

ÂÈÄÎÈÇÌÅÍÅÍÍÀß ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ
È ÇÀÄÀ×À ÑÎ ÑÌÅÙÅÍÈÅÌ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÝÉËÅÐÀ-ÏÓÀÑÑÎÍÀ-ÄÀÐÁÓ Ñ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ À<0, Â<0

Îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà-
Äàðáó âòîðîãî ðîäà áûëî ïîëó÷åíî òîëüêî äëÿ ïàðàìåòðîâ a, b ∈ (-1;0),
ïðè÷åì �1<a+b<0. Çàäà÷à ñî ñìåùåíèåì áûëà ðåøåíà â ðàáîòå [3] äëÿ -
1/2<a=b<0.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èìååì áîëåå øèðîêèé ñïåêòð ïàðàìåòðîâ a è b,
ò.å. îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ðàíåå [2], [3], [5].
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Ïîäñòàâëÿÿ (5) è (6) â (3), ïîëó÷èì îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2):
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî –m<α<-m+1 è –n<β<-n+1, ïîëó÷èì –m-n<α+β<-m-n+2, ò.å. k=m+n (0<α+β+m+n<1) èëè
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Ïóñòü k=m+n-1 (-1<α+β+m+n-2<0).

§3. Âèäîèçìåíåííàÿ çàäà÷à Êîøè
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Çàäà÷à. Â îáëàñòè Ä, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè η=1, ξ=0 è îòðåçêîì ïðÿìîé ℑ: η=ξ, íàéòè ôóíê-
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Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà k=m+n (-1<α+β+m+n-1<0).
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β−α−−ξΤ=ξτ=ξξ
0

,dz)z)(z()(),(U (14)

         ),()1,(UÄ)(b),0(UÄ)(a 1
1

1
0 ξγ=ξξ+ξξ α−

ξ
β−

ξ (15)

ãäå a(ξ), b(ξ), γ(ξ) ),(Ñ ℑ∈  ,0)1)((b)1()(a)1( ≠ξ−ξα−Γ+ξξβ−Γ β−α−  0)(b =ξ  ),)1(( Sξ−   s α−≥ 1 .

Âîñïîëüçóåìñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì (13) óðàâíåíèÿ (2), óäîâëåòâîðÿþùèì êðàåâîìó óñëîâèþ
(14), èç êîòîðîãî íàõîäèì

    ∫ ∫
ξ ξ

β−α−β−α− −ξν−−ξΤ
β+απ

πβ=ξ
0 0

,dt)t(t)t(xdt)t(t)t(
)(sin

sin
),0(U (16)

∫ ∫
ξ

ξ

α−β−α−β− −ξ−−Τ
β+απ

πβ+−ξ−Τ=ξ
0

1

dt)t()t1)(t(
)(sin

sin
dt)t()t1)(t()1,(U

     ∫
ξ

β−α− −ξ−ν−
1

,dt)t1()t)(t(x (17)

ãäå .
)1()1(

)nm2(
)1(x m

β−Γα−Γ
−−β−α−Γ−=

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîðû äðîáíîãî ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ
(â ñìûñëå Ëèóâèëëÿ).











>

<
−−Γ=

−

+∫

.0),(

;0,
)(

)(

)(

1

0

0
1

0

µξ
ξ

µ
ξµ

µ
ξ

ξ

µ
µ
ξ

fÄ
d

d

t

dttf

fÄ
n

n

n
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









>−

<
−−Γ

=
−

+∫

.0),(

;0,
)(

)(

)(

1

1

1

1

1

µξ
ξ

µ
ξµ

µ
ξ

ξ
µ

µ
ξ

fÄ
d

d

t

dttf

fÄ
n

n

n

Äåéñòâóÿ óêàçàííûìè â êðàåâîì óñëîâèè (15) îïåðàòîðàìè íà (16) è (17), ïîëó÷èì

                        ),()1(x)(
)(sin

sin)1(
),0(UÄ1

0 ξνξβ−Γ−ξξΤ
β+απ
πββ−Γ

=ξ α−α−β−
ξ (18)

×
ξ

⋅
+αΓ

−ξνξ−α−Γ−ξ−ξΤ
β+απ
πβα−Γ

=ξ
+

+
β−β−α−

ξ 1m

1m
1
1

d

d

)m(

1
)()1)(1(x)1)((

)(sin

sin)1(
)1,(UÄ

                                  ∫ ∫
ξ

α−β−−+α −−Τξ−×
1 t

0

1m .dz)zt()z1)(z(dt)t( (19)

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

                               ∫ ∫
ξ

α−β−−+α −−Τξ−=ℑ
1 t

0

1m
0 .dz)zt()z1)(z(dt)t( (20)

Èçìåíèì â íåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ

∫ ∫ ∫ ∫
ξ

ξ ξ

α−−+αβ−α−−+αβ− =−ξ−−Τ+−ξ−−Τ=ℑ
0

1 1 1

z

1m1m
0 dt)zt()t(dz)z1)(z(dt)zt()t(dz)z1)(z(

                           ∫ ∫
ξ

ξ

β−β− ξ−Τ+ξ−Τ=
0

1
0
2

0
1 dz),z(i)z1)(z(dz),z(i)z1)(z( . (21)

Âî âíóòðåííèõ èíòåãðàëàõ ),z(i 0
1 ξ  è ),z(i 0

2 ξ  ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé ïî ôîðìóëå u
t

zt =
ξ−

−
,

òîãäà

∫
∞

ξ−
−

+

α−

−
−ξ=ξ

1

z1
1m

m0
1 ,

)1u(

duu
)z(),z(i

                   
∫

ξ−
−

+

α−

−
ξ−=ξ

1

z1

0
1m

m0
2 .

)u1(

duu
)z(),z(i

Èíòåãðàëû âîçüìåì ïî ÷àñòÿì

∫
∞

ξ−
−

−α−α+α−

−
−ξα−

ξ−−
=

1

z1
m

1
m

m
0
1 ,du

)1u(

u
)z(

mm

)1()z1(
i

∫
ξ−

−

−α−α+α−

−
ξ−α+ξ−−=

1

z1

0
m

1
m

m
0
2 .

)u1(

u
)z(

mm

)1()z1(
i

Ïîäñòàâëÿÿ 0
1i  è 0

2i  â (21), ïîëó÷èì

∫ ∫ ∫
ξ ∞

ξ−
−

−α−
β−β−α−

+α
+

−
−ξ−Τα−−Τξ−=ℑ

1

0 0
1

z1
m

1
m

m

0
)1u(

duu
dz)z()z1)(z(

m
dz)z1)(z(

m

)1(
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∫ ∫
ξ

ξ−
−

−α−
β−

−
ξ−−Τα+

1 1

z1

0
m

1
m

)u1(

duu
dz)z()z1)(z(

m
.

Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ

∫ ∫ ∫
ξ ∞

ξ−
−

−α−
−β−β−α−−+α −

−
−ξ−Τα−−Τξ−−=

ξ
ℑ 1

0 0
1

z1
m

1
1m1m0

)1u(

duu
dz)z()z1)(z(dz)z1)(z()1(

d

d

                                    ∫ ∫
ξ

ξ−
−

−α
−β−

−
ξ−−Τα−

1 1

z1

0
m

1
1m

)u1(

duu
dz)z()z1)(z( . (22)

Ñíîâà âíóòðåííèå èíòåãðàëû áåðåì ïî ÷àñòÿì

∫ ∫
∞

ξ−
−

∞

ξ−
−

−

−α−
−+α−α−

−α−

−−
+α−−ξξ−−

−
=

−
1

z1

1

z1
1m

2
m1m1

m

1

,
)1u(

duu

1m

1
)z()1()z1(

1m

1

)1u(

duu

∫ ∫
ξ−

−
ξ−

−

−

−α−
−+α−α−

−α

−−
α++ξ−ξ−−

−
=

−

1

z1

0

1

z1

0
1m

2
m1m1

m

1

.du
)u1(

u

1m

1
)z()1()z1(

1m

1

)u1(

duu

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ âíóòðåííèõ èíòåãðàëîâ â (22) è äèôôåðåíöèðóÿ çà-

òåì ξ
ℑ
d

d 0
, ïîëó÷èì

∫ ∫ +−Τξ−α+−Τξ−−α+=
ξ

ℑ −β−α−−α+β−α−−α+
1

0

1

0

11m2m
2
0

2

dz)z1)(z()1(dz)z1)(z()1)(1m(
d

d

∫ ∫ ∫
ξ ∞

ξ−
− ξ

−β−
−

−α−
−β− ×ξ−−Τ+αα+

−
−ξ−Τ+αα+

0
1

z1

1
2m

1m

2
2m dz)z()z1)(z()1(

)1u(

duu
dz)z()z1)(z()1(

        ∫
ξ−

−

−

−α−

−
×

1

z1

0
1m

2

.
)u1(

duu
(23)

Ñíîâà âíóòðåííèå èíòåãðàëû áåðåì ïî ÷àñòÿì, ïðåîáðàçóÿ ξ
ℑ

d

d 0
2

 ê âèäó

∫ ∫ +−Τξ−α+−Τξ−−α+=
ξ
ℑ −β−α−−α+β−α−−α+

1

0

1

0

11m2m0
2

dz)z1)(z()1(dz)z1)(z()1)(1m(
d

d

∫ ∫
ξ

−β−−β−α−+α ×−ξ−Τ
−

+α+αα
−−Τξ−

−
+αα

+
1

0 0

2m2m dz)z()z1)(z(
2m

)2)(1(
dz)z1)(z()1(

2m

)1(

∫ ∫ ∫
∞

ξ−
− ξ

ξ−
−

−

−α−
−β−

−

−α−

−
ξ−−Τ

−
+α+αα+

−
×

1

z1

1 1

z1

0
2m

3
2m

2m

3

.
)u1(

duu
dz)z()z1)(z(

2m

)2)(1(

)1u(

duu
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Íàõîäèì

∫ ×ξ−−+αα−−Τξ−−α+−α+−=
ξ

ℑ −α+β−α−−α+
1

0

2m3m
3
0

3

)I)(1m(dz)z1)(z()1)(2m)(1m(
d

d

∫ ∫ ×+α+αα−−Τξ−+αα−−Τ× −β−α−−+α−β−α−
1

0

1

0

21m1 )2)(1(dz)z1)(z()1)(1(dz)z1)(z(

∫ ∫ ∫
ξ ∞

ξ−
− ξ

−β−
−

−α−
−β− ×ξ−−Τ+α+αα−

−
−ξ−Τ×

0
1

z1

1
3m

2m

3
3m dz)z()z1)(z()2)(1(

)1u(

duu
dz)z()z1)(z(

                                                              ∫
ξ−

−

−

−α−

−
×

1

z1

0
2m

3

)u1(

duu
. (24)

Ïðîäîëæàÿ óêàçàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äàëüøå è íàáëþäàÿ çà çàêîíîìåðíîñòÿìè, ïðîÿâëåí-
íûìè â ôîðìóëàõ (22), (23) è (24), ïîëó÷èì

∫ +−Τξ−+α⋅⋅−α+−α+


−=

ξ

ℑ β−α−α
1

0

m
m

0
m

dz)z1)(z()1)(1()2m)(1m()1(
d

d
K

∫ +−Τξ−+α⋅⋅−+α−+αα+ −β−α−+α
1

0

11 dz)z1)(z()1)(2()2m)(1m( K

∫ ++−Τξ−+α⋅⋅−+α−+α+αα+ −β−α−+α
1

0

22 dz)z1)(z()1)(3()2m)(1m)(1( KK

∫ +−Τξ−
−+α

−+α−+α⋅⋅+α+αα
+ +−β−α−−+α

1

0

1m1m dz)z1)(z()1(
)1m(

)1m)(2m()2)(1( K

∫ ∫
ξ ∞

ξ−
−

−α−
β− +

−
−Τ−+α⋅⋅+α+αα+

0
1

z1

m

1u

duu
dz)z1)(z()1m()2)(1( K

 ∫ ∫
ξ

ξ−
−

−α−
β−




−

−Τ−+α⋅⋅+α+αα+
1 1

z1

0

m

u1

duu
dz)z1)(z()1m()2)(1( K . (25)

Ìíîæèòåëè, ñòîÿùèå ïåðåä èíòåãðàëàìè â ôîðìóëå (25), ìîãóò áûòü çàìåíåíû ÷åðåç ãàììà
ôóíêöèè.

∫ ×ξ−
αΓ+α

+αΓ
+−Τξ−


αΓα

α+Γ
−=

ξ

ℑ +αβ−α−α
1

0

1m
m

0
m

)1(
)()1(

)m(
dz)z1)(z()1(

)(

)m(
)1(

d

d

∫ ∫ ++−Τξ−
αΓ+α

+αΓ
+−Τ× −β−α−+α−β−α−

1

0

1

0

221 dz)z1)(z()1(
)()2(

)m(
dz)z1)(z( K

∫ ∫
ξ

β−+−β−α−−+α ×−Τ
αΓ
+αΓ

+−Τξ−
αΓ−+α

+αΓ
+

1

0 0

1m1m dz)z1)(z(
)(

)m(
dz)z1)(z()1(

)()1m(

)m(

Âèäîèçìåíåííàÿ çàäà÷à Êîøè è çàäà÷à ñî ñìåùåíèåì äëÿ óðàâíåíèÿ...Ã. À. Èâàøêèíà



114 ÂÅÑÒÍÈÊ ÎÃÓ 2`2001

                     
.

u1

duu
dz)z1)(z(

)(

)m(

1u

duu

1

z1

1 1

z1

0

mm

∫ ∫ ∫
∞

ξ−
− ξ

ξ−
−

−α−
β−

−α−




−

−Τ
αΓ
+αΓ+

−
×

(26)

Èçó÷èì âîïðîñ î íàõîæäåíèè ïðîèçâîäíîé îò äâóõ ïîñëåäíèõ èíòåãðàëîâ, èáî ïðèìåíèòü
òîò æå ìåòîä, êîòîðûì ìû ïîëüçîâàëèñü ðàíåå ïðè íàõîæäåíèè ïðîèçâîäíîé, íåëüçÿ, òàê êàê
ïîëó÷èì ðàñõîäÿùèåñÿ èíòåãðàëû. Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáîçíà÷åíèå

∫ ∫ ∫ ∫
ε−ξ ∞

ξ−
− ε+ξ

ξ−
−

−α−
β−

−α−
β−

−
−Τ+

−
−Τ=εξ

0
1

z1

1 1

z1

0

mm

.
u1

duu
dz)z1)(z(

1u

u
dz)z1)(z(),(H

Î÷åâèäíî, .
d

dH

d

),(dH
lim

0 ξ
=

ξ
εξ

→ε

Íàõîäèì

∫ ∫
∞

ξ−
ε+ξ−

ξ−
ε−ξ−

−α−
β−

−α−
β−

→ε
−

−
ε−ξ−ε+ξΤ−

−
ε+ξ−ε−ξΤ=

ξ
1

1

1

1

0

mm

0 u1

duu
)1)((

1u

duu
)1)(((lim

d

dH

∫ ∫
ε−ξ

ε+ξ

+−β−α−−+α+−β−α−−+α =
−ξ

−Τξ−−
−ξ

−Τξ−−
0

1
1m1m1m1m )

z

dz
)z1)(z()1(

z

dz
)z1)(z()1(










−
−

ε−ξ−ε+ξΤ−ε+ξ−ε−ξΤ= ∫
∞

ξ−
ε+ξ−

−α−
β−β−

→ε

1

1

m

0 1u

u
))1)(()1)(((lim

∫ ∫ ∫
∞

ξ−
ε+ξ−

ξ−
ε−ξ−

ε−ξ
−+β−α−−+α

−α−−α−
β− ×−Τξ−−

−
+

−
ε−ξ−ε+ξΤ−

1

1

1

1

0 0

m11m
mm

)z1)(z(()1()du
u1

u
du

u1

u
()1)((

∫
ε+ξ

−+β−α− =








−ξ
−Τ+

−ξ
×

1
m1 )

z

dz
)z1)(z(

z

dz

             ∫ −α−πξ−ξΤπ−
−ξ

−Τ
ξ−−= β−

−β−α−
−+α

1

0

m1
1m ).m1(ctg)1)((dz

z

)z1)(z(
)1( (27)

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îò äâóõ ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ ôîðìóëû (26) åñòü ξd

dH
, íàéäåì

++










−

ξ−+
−

ξ−+


ξ−−Τ

αΓ
+αΓ−=

ξ

ℑ
∫ −αβ−α−+

+

+
K

21

0

11m
1m
0

1m

z1

1

z1

1
1)1()z1)(z(

)(

)m(
)1(

d

d
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.)1)(()1(ctg
z

dz)z1)(z(
)1(dz

z1

1 1

0

m1
1m

1m

∫ 


ξ−ξΤ⋅α−ππ+

−ξ
−Τ

ξ−+









−
ξ−+ β−

−β−α−
−+α

−

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ñóììû m ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

,

z1

z
z1

1
1

z1

1

z1

1

z1

1
1S

m

1m2

m

−
−ξ








−
ξ−−

=






−
ξ−++







−
ξ−+

−
ξ−+=

−
K

ïîëó÷èì äëÿ 1m
0

1m

d

d
+

+

ξ

ℑ
 ñëåäóþùåå âûðàæåíèå






+

−ξ
−Τ

ξ−
αΓ
+αΓ

−=
ξ

ℑ
∫

β−α−
−α+

+

+ 1

0

1
11m

1m
0

1m

dz
z

)z1)(z(
)1(

)(

)m(
)1(

d

d

      


ξ−ξΤα−ππ+ β−)1)(()1(ctg . (28)

Ïîäñòàâèì (28) â (19)




+ξ−ξΤ





πα−+

β+απ⋅πα
πβ

αΓ
π=ξ β−+α−

ξ )1)((ctg)1(
)(sinsin

sin

)(
)1,(UÄ 1m1

1

    .)(
sin

)1(
x

z

dz)z1)(z()1()1( 1

0

111m

∫ 


ξν

πα
ξ−

−
ξ−

−Τ
π

ξ−−
+

β−β−α−−α+

(29)

Íàéäåííûå ïî ôîðìóëàì (29) è (18) âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ ïîäñòàâèì â êðàåâûå óñëîâèÿ

(15), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ).(ξν

=ξν


ξξ−α−Γ+ξξβ−Γ

 β−α− )()(b)1)(1()(a)1(x

×α−Γ−+ξγ


−


ξξ−α−Γ+ξξβ−Γ


ξΤ

β+απ
πβ= β−α− )1()1()()(b)1)(1()(a)1()(

)(sin

sin m

    ∫ ξ−
−Τ

π
παα−Γξ−ξ−

+


ξΤξ−παξ×

β−α−−α+
β−

1

0

111m

z

dz)z1)(z(sin)1()1)((b)1(
)()1(cos)(b (30)

Çàäà÷à îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, åñëè

,0)(b)1)(1()(a)1( ≠ξξ−α−Γ+ξξβ−Γ β−α−  ,)1(O)(b S
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Ðàññìîòðåííûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì çàäà÷è Êîøè è çàäà÷è ñî ñìåùåíèåì äëÿ ëþáûõ îò-
ðèöàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
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