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Ââåäåíèå

Ã. Ìàêêèí ðàññìàòðèâàåò ïîñòðîåíèå áðî-
óíîâñêîãî äâèæåíèÿ è åãî ñâîéñòâà äëÿ îäíî-
ìåðíîãî è ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àåâ, íåðàâåíñòâà äëÿ
ìàðòèíãàëîâ, çàêîíû Õèí÷èíà è Ëåâè.

Áðîóíîâñêàÿ òðàåêòîðèÿ íèãäå íå äèôôå-

ðåíöèðóåìà, â ñèëó ýòîãî èíòåãðàëû âèäà ( )∫
1

0

dbte

íå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû îáû÷íûì îáðàçîì.
Â êíèãå èçëàãàþòñÿ ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ñòîõà-
ñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà
ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ, ñòîõàñòè÷åñêèå
äèôôåðåíöèàëû, ëåììà Èòî äëÿ îäíîìåðíîãî
è ìíîãîìåðíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, ñòî-
õàñòè÷åñêèå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îäíî-
ìåðíîãî è ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àåâ.

Ñòîõàñòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ
ôóíêöèé ââ¸ë è èçó÷èë Ê. Èòî. Èíòåãðèðîâà-
íèå ïî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûì ìàðòèíãà-
ëàì ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé õàðàêòåðèñòèêîé
ðàññìàòðèâàë Äæ. Ë. Äóá. Äàëüíåéøåå óñîâåð-
øåíñòâîâàíèå è ðàçâèòèå ñòîõàñòè÷åñêîãî èí-
òåãðàëà äàíî â ðàáîòàõ Ï. Ìåéåðà.

Íîâîââåäåíèåì â êíèãå Ã. Ìàêêèíà ÿâëÿåò-
ñÿ èñïîëüçîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìàðòèí-
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1. Âèíåðîâñêîå îïðåäåëåíèå
ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà
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Â. Â. Ëèïèëèíà

ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÛ

Ïðè èçó÷åíèè òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ âåñüìà âàæíûì ÿâëÿåòñÿ
áîëåå ïîäðîáíîå èçó÷åíèå âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè èíòåã-
ðàëàìè è èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, îïèñûâàþùèìè äèôôóçèîííûå ïðî-
öåññû. Ïðåêðàñíûì ââåäåíèåì â êðóã èäåé, ñâÿçàííûõ ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè
ïðîöåññàìè, ìîæåò ñëóæèòü êíèãà Ê. Èòî [2], à òàêæå êíèãà Ãåíðè Ìàêêèíà
[1]. Îñíîâîé äëÿ ðàáîòû íàä äàííîé ñòàòü¸é ïîñëóæèëà ïîñëåäíÿÿ. Â ðàáîòå
íàä ýòîé òåìîé àâòîð ðóêîâîäñòâîâàëñÿ ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè: íåîá-
õîäèìî áûëî ïîäðîáíî ðàçîáðàòü èäåè, ðàññìîòðåííûå Ã. Ìàêêèíîì, ïðîâå-
ñòè äîêàçàòåëüñòâî íåêîòîðûõ ôàêòîâ, äàííûõ â êíèãå áåç äîêàçàòåëüñòâ,
ðåøèòü íåêîòîðûå çàäà÷è.
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2. Îïðåäåëèòü ñòîõàñòè÷åñêèé  èíòåãðàë Èòî

Ðàññìîòðèì ïîëå Ñ áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ
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íûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ êîîðäèíàò, èçìåðèìûõ îòíî-
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1) e(t) èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî C×A
8
,

2) e(t) ïðè êàæäîì t > 0 èçìåðèìà îòíîñèòåëü-
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∞↑ ∫ eedbee n
n

n
n

.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà (6).

Åñëè å � ïðîñòîé ôóíêöèîíàë, òîæäåñòâåí-
íî ðàâíûé íóëþ ïðè áîëüøèõ t, òî (6) ñïðàâåä-
ëèâî (ïî øàãó 2). Â îáùåì ñëó÷àå å ìîæíî àïï-
ðîêñèìèðîâàòü ïðîñòûìè ôóíêöèîíàëàìè
å

n
 (n > 1), ðàâíûìè òîæäåñòâåííî 0 âáëèçè áåñêî-

íå÷íîñòè, è òàê, ÷òîáû ∫
∞

− =≤−Ρ
0

2 1]2)([ n
n dtee , è, èñ-

ïîëüçóÿ ðàíåå äîêàçàííûé ôàêò

1]lim[
00

==Ρ ∫∫
∞

∞↑
edbedb

t

t
,

âîñïîëüçóåìñÿ ðàññóæäåíèÿìè øàãà 2 ðàçäåëà 2.2.

Äëÿ ïðîñòûõ å
n
 ïðîöåññ ]

2

1
exp[)(

00
∫∫ −=
tt

edsedbtξ

� ñóáìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà ïîëåé
À

t
 (t > 0), ïðè÷åì Ε (ξ (1)) < 1. Â ñàìîì äåëå, åñëè å

n

ïîñòîÿíåí òîæäåñòâåííî ïðè 1 < t, òî âåëè÷èíà c
èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî À

s
 è, ñòàëî áûòü, íå çàâè-

ñèò îò b(t) – b(s). Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

 ).(])
2

))()(([exp()(]
)(

[ 2 sA
st

csbtbcs
A

t
s

s

ξξξ =−−−Ε≥Ε

Íåîáõîäèìàÿ íàì îöåíêà äëÿ å
n
 ïîëó÷àåò-

ñÿ, åñëè çàìåíèòü å
n
 íà då

n
 è ïðèìåíèòü ìàðòèí-

ãàëüíîå ðàâåíñòâî (1.5):

]
2

max[
0

2

0
0

βα
≥

Ρ=>−Ρ ∫∫ dseedb
t

n

t

t

.)]1([])([max αβαβαβ ξξ −− ≤Ε≤>Ρ= eeet

Ñîâåðøàÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ∫∫ ∞↑
=

t

n
n

t

dbeedb
00

lim

(t > 0) (ïðåäåë íå çàâèñèò îò ñïîñîáà âûáîðà àïï-
ðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè å

n
 (n > 1)),

ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå íàì íåðàâåíñòâî

.]
2

max[
0

2

0
0

αββα −

≥
≤>−Ρ ∫∫ edseedb

t

n

t

t

Åñòåñòâåííûå íàóêè
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Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà (7).
Ïðèìåíèì ñâîéñòâî (6), âûáåðåì

.)ln2(,)ln2( 2

1
12

1
1 nn nn −−+ == θβα

Âåëè÷èíà θαβ −− = ne  � îáùèé ÷ëåí ñõîäÿùåãîñÿ
ðÿäà, òàê ÷òî ïî ïåðâîé ëåììå Áîðåëÿ-Êàíòåëëè

.1],)ln2)(
22

1
(

2
max[ 2

1
1

0

2

0
1

=∞↑+≤+≤Ρ +−

≤ ∫∫ nndsedbe n
t

n

t

n
t

θβα

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà (8).
Ïóñòü âåëè÷èíà ξ (t) îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì îá-

ðàçîì: .~)),(()(~,),(
0

2

t

t

AAtbtbdsbset t ξ

ξ

ξ === ∫  Ïðî-

öåññ )(~ tb  ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì. Âåëè÷èíà

τ
ξ

=∫
t

dsbse
0

2 ),(  ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ìîìåíòîì. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü,
÷òî äëÿ âñÿêîãî ìàðêîâñêîãî ìîìåíòà τ, äëÿ êîòî-

ðîãî ∞<Ε
τ

2

1

e

.1]
2

1
)(

~
exp[ =







 −Ε ττb

Ïóñòü âåëè÷èíà ξ (t) � ìàðêîâñêèé ìîìåíò ñïå-
öèàëüíîãî âèäà: ìîìåíò ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ

ïðîöåññîì )(~ tb  ïðÿìîé t–a (à > 0). Ëåãêî âèäåòü,

÷òî ïðîöåññ ]
2

1
)(

~
exp[)( ττξ −= bt  ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãà-

ëîì. Òàê êàê τ
à
 ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì ïåðâîãî äîñ-

òèæåíèÿ íåïðåðûâíûì ïðîöåññîì ñ íåçàâèñèìû-

ìè ïðèðàùåíèÿìè ttb +)(~  óðîâíÿ à, òî òàê êàê

)](exp[ λλτ Β=Ε − aa  (ãäå Â(λ) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò
λ, àíàëèòè÷åñêàÿ ïðè Reλ > 0 è íåïðåðûâíàÿ ïðè
Reλ > 0) è â ñèëó ôîðìóë (70), (71) §2 ãë. 4, ò. 2
«Òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ» È. È. Ãèõìàíà è
À. Â. Ñêîðîõîäà:
ãäå Â(λ) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

λλλ =Β+Β 2)(
2

1
)(  è òàê êàê Â(0) = 0,

òî .211)( λλ +−=Β

Òàêèì îáðàçîì )].211(exp[ λλτ +−=Ε − ae a  (*)
Õîòÿ óêàçàííûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû ëèøü

ïðè Reλ > 0, íî èç àíàëèòè÷íîñòè ïðàâîé ÷àñòè ïðè

2

1
Re −> λ  è íåïðåðûâíîñòè ïðè 

2

1
Re −> λ  ëåãêî

âûâåñòè, ÷òî ôîðìóëà (*) ñïðàâåäëèâà

ïðè
2

1
Re −> λ . Â ÷àñòíîñòè .2

1
aee

a =Ε
τ

Òàê êàê
a

aaa

a

ebt
−

=−=
τ

ττξ 2

1

]
2

1
)(~exp[)( , òî èç ïîñ-

ëåäíåãî âûòåêàåò. ÷òî .1)( =Ε aτξ  Èç òîãî, ÷òî x (t) �

ìàðòèíãàë, âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû ìàðêîâ-
ñêèõ ìîìåíòîâ x

1
, x

2
, äëÿ êîòîðûõ x

1
 < x

2

.1)~)((
11 ≤Ε ξξη A

Ïîýòîìó äëÿ âñÿêîãî ìàðêîâñêîãî ìîìåíòà
x=t

a

))(()( ξτξξη AaΕ≥

è Åh (x) > 1, òî åñòü Åh (x) = 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî aa τττ ≤∧ ,

{ } { }aaaa ττττ χτηχτηττη ≤≤ Ε+Ε=∧Ε= )()()(1       (**)

Íî { } { } { } .)( 2

1

2

1
τ

ττττ

τ

ττ χχχτη eee
aa

a

a

a
a

a ≤
−

≤

+−

≤ ≤=

(c
à
 � èíäèêàòîð À)

Çíà÷èò, { } ,0)(lim =Ε ≤∞→ ττχτη
aa

a
 òàê êàê âåëè÷èíà,

ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ, èìååò èíòåãðèðóåìóþ ìàæîðàíòó τ
2

1

e  è

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè à → ∞. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

{ } 1↑≤ aττχ  ïðè à ↑ ∞, è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (**),

ïîëó÷àåì, ÷òî .1)( =Ε τξ

4. Âû÷èñëåíèå îäíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî
èíòåãðàëà

(* )  .
2

)(
2

1 2

0

t
tbbdb

t

−=∫
Îïðåäåëèì ïðîñòîé íåóïðåæäàþùèé ôóíê-

öèîíàë ])2[2( tbe nn
n

−= , òàê êàê 0≥∀t  ïðè

n ↑ 8 0)(
0

2 →−∫
t

n dtee , îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

).(
2

1
lim 2

0

tbdbe
t

n
n

−=∫∞↑

Äîïîëíèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî äëÿ

]2[),2)1(()2( tkbkb nnn =−−=∆ −−
l  è n ↑ ∞

)]2()()[2(2])2)1(([22
0

btbbkbdbe nn

k

n
t

n =−+∆−= ∑∫ −−

≤

−

l

ll

])2)1(()2([
0

22 kbkb
k

nn −−−= ∑
≤

−−

l

).1()()1( 222 otbo
kk

+∆−=+∆− ∑∑
≤≤ ll

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óñòàíàâëèâàåò áîëåå ñèëü-
íûé ðåçóëüòàò.

ËÅÌÌÀ.

Ïóñòü tbtbt n

k
n −−+∆= −

≤
∑ 22 )]2()([)( l

l

ξ

äëÿ ]2[ tn=l  è t = 1.

Ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëûÂ. Â. Ëèïèëèíà
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Òîãäà .1],2)(max[ 2

0
=∞↑<Ρ

−

≥
nnt

n

n
t

ξ

Çàäà÷à 1. Áðîóíîâñêèé äèôôåðåíöèàë ïîä
çíàêîì ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà âñåãäà äîë-
æåí áûòü «íàïðàâëåí â áóäóùåå». «Íàïðàâëåí-
íûé â ïðîøëîå èíòåãðàë»

∑∫
≤

−−−

∞↑
−−≡

0

20

)]2)1(()2()[2(lim
nk

nnn

n

t

kbkbkbbdb

èìååò çíà÷åíèå ]1)1([
2

1 2 +b , à ñîâñåì íå ]1)1([
2

1 2 −b .

Äîêàçàòü ýòî, òî åñòü äîêàçàòü ðàâåíñòâî

].1)1([
2

1 2
1

0

+=∫ bbdb

Äîêàçàòåëüñòâî: Êàê ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðà-
ëà (*) îïðåäåëèì ïðîñòîé íåóïðåæäàþùèé ôóíê-

öèîíàë ])2[2( tbe nn
n

−= . Òàê êàê 0≥∀t  ïðè

n ↑ ∞  0)(
0

2 →−∫
t

n dtee  îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî:

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ

)1(
2

1
lim)2)1(()2( 2

1

0

+=−−=∆ ∫∞↑

−− bdbekbkb n
n

nn

è ïðè ==∞↑=
∞↑ ∫∫ 2lim2,2

1

0

1

0

n
n

n bdbdbenl

=++∆−= −−

∞↑
≤

−

∞↑ ∑ )]2()()[2(lim2)2)1((lim2
2

nn

n
k

n

n
btbbkb

n

ll

{ } ∑∑
≤≤

−

∞↑
∆+∆+=∆+∆+∆−=

nn kk

n

n
otbokb

2

222

2

22 ).()()()2)1((lim

Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé, ïîêàæåì, ÷òî

∑
≤

− −−+∆=
nk

n
n tbtbt

2

22 )]2()([)( lξ  åñëè ]2[ tn=l  è t < 1

íåïðåðûâíûé ìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî áðîó-

íîâñêèõ ïîëåé Â
t
. Òîãäà 2

nξ  � íåïðåðûâíûé ñóá-
ìàðòèíãàë. Íåðàâåíñòâî (1.5) ïðèâîäèò ê îöåíêå

222

1
])1([2]2)(max[ −−

≤
=Ε⋅≤⋅>Ρ nnt n

n
n

n
t

ξξ

22222 ]2)2([2 −−−− ⋅=−Ε⋅= nconstbn nnn

ãäå íà ïåðâîì øàãå áûëî èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî
àâòîìîäåëüíîñòè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ

).1(2)2( 2 bb
n

n
−− →

Íî n-2 � îáùèé ÷ëåí ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, è,
ïðèìåíèâ ïåðâóþ ëåììó Áîðåëÿ-Êàíòåëëè èìå-
åì íåîáõîäèìûé ðåçóëüòàò ïðè t = 1, òî åñòü

 
].1)1([

2

1 2
1

0

+=∫ bbdb

5. Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëû
è ëåììà Èòî

Â äàëüíåéøåì ïîä ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì
áóäåì ïîíèìàòü áîëåå îáùåå âûðàæå-

íèå )0()0()(
00

≥+++ ∫∫ tfdsedbt
tt

ξξ , âêëþ÷àþùåå:

à) âåëè÷èíó x (0), íå çàâèñÿùóþ îò îñíîâíîãî
áðîóíîâñêîãî ïîëÿ Â∞;

á) íåóïðåæäàþùèé áðîóíîâñêèé ôóíêöèî-

íàë f, äëÿ êîòîðîãî .1]0,[
0

=≥∞<Ρ ∫ tdsf
t

Ñòîõàñòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë fdtedbd +=ξ
� ýòî ïðîñòî áîëåå êîìïàêòíàÿ çàïèñü òîãî æå
ñàìîãî âûðàæåíèÿ.

Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë ñàì ÿâëÿåòñÿ íå-
óïðåæäàþùèì áðîóíîâñêèì ôóíêöèîíàëîì, òàê
÷òî êëàññ ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ çàìêíóò
îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

∫→
t

ds
0

ξξ  è îòíîñèòåëüíî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî

Èòî ∫→
t

db
0

ξξ . Ýòîò êëàññ çàìêíóò òàêæå îòíî-

ñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòû.
Ëåììà Èòî óñòàíàâëèâàåò, ÷òî îí çàìêíóò

è îòíîñèòåëüíî ïðèìåíåíèÿ øèðîêîãî êëàññà
ãëàäêèõ ôóíêöèé.

ËÅÌÌÀ ÈÒÎ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u = u[t;
x

1
,..., x

n
], îïðåäåëåííóþ íà [0, ∞]xRn ñ íåïðåðûâ-

íûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

 ),(.),(.,
2

0 nji
xx

u
uni

x

u
u

t

u
u

ji
ij

i
i ≤

∂⋅∂
∂=≤

∂
∂=

∂
∂=

Âîçüìåì n ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ

∫∫ ≤++=
t

i

t

iii nidsfdbet
00

)()0()( ξξ

Òîãäà êîìïîçèöèÿ x (t) = u[t; x
1
(t),..., x

n
(t)] òîæå

ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë, äèôôåðåíöèàë êîòî-
ðîãî ðàâåí

∑∑
≤≤

++=
nji

ij
ni

ii udu
,

ji0 dd
2

1
dtud χχχχ

Ïðîèçâåäåíèÿ jd,d χχ i   ( )nji ≤,  âû÷èñëÿþòñÿ

íà îñíîâå ïðèâåäåííîé íèæå «òàáëèöû óìíîæå-

íèÿ», ò.å. dtdd ji ji ee=χχ      ),( nji ≤

db dt

db dt 0

dt 0 0

Åñòåñòâåííûå íàóêè
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6. Ðåøåíèå ïðîñòåéøåãî ñòîõàñòè÷åñêîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ïóñòü å � íåóïðåæäàþùèé áðîóíîâñêèé ôóí-
êöèîíàë, òàêîé, ÷òî

10t,ds
0

2 =







≥∞<∫

t

eP

Ýêñïîíåöèàëüíûé ñóïåðìàðòèíãàë

( ) 







= ∫∫

tt

eet
0

2

0

ds
2

1
-dbexpχ

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì  ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ dbd åχχ = ïðè íà÷àëüíîì  óñ-

ëîâèè ( ) 10 =χ , äåéñòâèòåëüíî,






= dt

2

1
-edbd 2eχχ  +

+
2

2dt
2

1
-db

2

1







eeχ = 






dt
2

1
-db 2eeχ + dt

2

1 2eχ = dbeχ .

Åñëè ϑ  � âòîðîå ðåøåíèå òîãî óðàâíåíèÿ, òî
ëåììà Èòî ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî

[ ]ϑχχϑχ
χ
ϑ

d-dd 2−=





+ ( ) 0ddd 223 =−− χϑχχϑχ

Èòàê, χ  � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, äëÿ êîòî-

ðîãî ( )0χ =1

Âûâîä: â òåîðèè Èòî ñóïåðìàðòèíãàë χ
äóáëèðóåò îáû÷íóþ ýêñïîíåíòó









∫
t

e
0

dbexp .

Ïîëó÷èì äëÿ c âòîðîå âûðàæåíèå â âèäå

ðÿäà n

n
∑
∞

=
=0

χχ , ãäå 10 =χ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n

1n

n2

1

211n tdbte....tdbtetdbteedb÷÷
t

0

t

0

t

0

t

0

1n ∫∫∫∫
−

== −

(n < 1)
Äàëåå äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è íàì íåîáõî-

äèìû ïîëèíîìû Ýðìèòà:

( )






−

∂
∂






−=Η 





t

x

xt

x

n

t
xt

n

nn

n
2

exp
2

exp
!

,
22

  ( )0≥n

 è çàìåòèì, ÷òî èç ðÿäà Òåéëîðà   äëÿ 





−

t

x

2
exp

2

 ñëå-

äóåò ñîîòíîøåíèå

∑
∞

=





 −=Η

0

2

2
exp

n
n

n t
x γγγ

Èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, ðàçëîæèì â ðÿä ðå-
øåíèå

[ ] J
t

Let 




=

2
-dbexp 2γγχ  óðàâíåíèÿ

db.d eχγχ = (ãäå ( ) db
0

2∫=
t

etL   � âíóòðåííåå

âðåìÿ) è ñðàâíèì åãî ñ äðóãèì ðÿäîì ∑
∞

=0n
n

nχγ òàê-

æå çàäàþùèì ðåøåíèåì.
Èìååì

( ) exp=tχ ( )







∫
t

tLe
0

2

2

1
-db γγ = ( )∑ ∫

∞

=








Η

0 0

db
n

t
n etLnγ =

=
n

n
n
γχ∑

∞

=0
.

 Òåì ñàìûì äîêàçàí ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû
Èòî è Âèíåðà

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫= 2

1

211

00

.....tdbtdbò

tt

tetetχ

( ) ( ) ( )∫ ∫
−

























Η=
1

n

0 0

db,tdb.....
n

nn

t t

etLte ;

ïðè e=1,îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,,db....tdbtdb
11

21

00 0

≥Η= 










−

∫∫ ∫ ntbtt nn

ntt t

.

Èòàê, ïîëèíîìû Ýðìèòà ñëóæàò â òåîðèè
Èòî àíàëîãàìè îáû÷íûõ ñòåïåíåé

( )
!n

tb n

( )1≥n

Â çàäà÷àõ, ïðåäëàãàåìûõ Ã. Ìàêêèíûì  â ýòîé
÷àñòè êíèãè, îáñóæäàåòñÿ îáùàÿ ôîðìóëà Èòî-
Âèíåðà, â ýòèõ çàäà÷àõ  å � íåóïðåæäàþùèé ôóíê-
öèîíàë, äëÿ êîòîðîãî

1dt
0

2 =







∞<Ρ ∫

∞

e

Çàäà÷à 1.  Äîêàçàòü, ÷òî

( )∗  ( )
n

n xHtn nn =Η+Η+ −+ + 11 11   ( )1≥n

Ðåøåíèå: Âîñïîëüçóåìñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóí-
êöèåé

∑
∞

=
=



 −

1

2

2
exp

n

n
nH

t
x γγγ       ( )10 1=H
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Óìíîæèì ðàâåíñòâî ( )∗ íà nγ è ïðîñóììè-

ðóåì ïî n=1, 2, �

( ) ∑ ∑∑
∞

=

∞

=
−−

∞

=
+ =+

1 1

1

1

!1
n n

n
n

n
n

n

n
n HtHxHn γγγ

(ðÿä ∑
∞

=1n

n
nHγ   ñõîäèòñÿ, åñëè }{Hj  îãðàíè÷åíà ïî

êðàéíå ìåðå äëÿ 1<j , ýòî ïîêàçûâàåò  ñðàâíåíèå

ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé), ïî÷ëåííî ïðîèí-
òåãðèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà :

( )∫ ∑
∞

=
+ =+

γ

0 1

1ds1
n

n
nHsn

∫ ∑∑ −

∞

=

−
∞

=




 ⋅−=

γ

0

1

1

1

1n

dsx n

n

n
n

n HsstHs

âû÷èñëèì  ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà :

( ) ( )∑∫ ∑ ∫
∞

=

∞

=
++ =+=+

1 0 1n 0

11 ds1nds1
n

n
nn sHHn

γ γ

( ) ( )∑
+∞

=
+ =

+
+=

1

1n

1
1

1n
n

n
n

H
γ

= 



 −=∑

∞

=
+

+

2
exp 2

1

1
1 t

xH
n

n
n γγγ

âû÷èñëèì ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà:

=





∫ ∑ ∑
∞

=

∞

=
−

−
− ds

0 1 1

1
1HstsHsx

n n

n
n

n
n

γ

=















−−








−= ∫

∞

ds
2

exp
2

exp
0

22 ts
sxts

ts
sxx

( ) 







=





−−= ∫ 2

-xexpds
2

exp
2

0

2 tsts
sxtsx γ

γ

Èìååì ðàâåíñòâî îáåèõ ÷àñòåé, ÷.ò.ä.

7. Ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû
è äèôôåðåíöèàëû äëÿ ìíîãîìåðíîãî
áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Èòî ëåãêî ðàñïðîñò-
ðàíÿåòñÿ íà l -ìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå

( ) ( ) ( )[ ]tbtbtb d,...1=    ( )0≥t  ââåäåííîå ðàíåå.

Íåóïðåæäàþùèé ôóíêöèîíàë å : nRt → îïðå-
äåëÿåòñÿ, êàê  è ðàíüøå, è àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ
íåóïðåæäàþùèì ôóíêöèîíàëîì äëÿ êàæäîé êîì-
ïîíåíòû, ñêàæåì 1b , òàê, ÷òî åñëè

n=1 è 10t,ds
0

2 =







≥∞<∫

t

eP

èíòåãðàë ∫
t

e
0

1db ìîæíî ââåñòè â òî÷íîñòè, êàê â

ðàçäåëå 2.
Áîëåå ñëîæíûå èíòåãðàëû ìîæíî ñêîíñòðó-

èðîâàòü èç îòäåëüíûõ äåòàëåé.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû äëÿ d=3, ïîÿñíÿþùåãî

ýòó èäåþ:

e: 3Rt → , ( )∫∫ ∞<++=⋅
tt

eeet
0

2
3

2
2

2
1

0

2
dsds , (1)

.dbedbedbedb 3

t

0

3

0

2

t

0

21

t

0

1 ∫∫ ∫∫ ++=
t

e

e:   3Rt →   ⊗ 3R , ∫ ∞<
t

e
0

2
ds (2)

( mn RR ⊗ � åñòü êëàññ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç
nmâRR , åñëè å mn RR ⊗∈ , òî e  âñåãäà îçíà÷àåò

íîðìó ýòîãî îïåðàòîðà; ïðè n=1 mn RR ⊗  ìîæíî

îòîæäåñòâèòü ñ ñàìèì  mR è  e  ñîâïàäàåò ñ îáû÷-

íîé íîðìîé e =( )
2

1
.....2

2
2
1 ++ ee ).

 Ëåììà Èòî ëåãêî îáîáùàåòñÿ.
Âû÷èñëåíèå äèôôåðåíöèàëîâ ïðîâîäèòñÿ, êàê

ðàíüøå, â òåðìèíàõ ïðîèçâåäåíèÿ âèäà ( ) i
2 dtdb,dt ,

ãäå  ( )di ≤ , jidbdb , ãäå ( )dji ≤, , à îíè ïðèíèìàþò

çíà÷åíèÿ «0»èëè « dt»â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþ-
ùåé  òàáëèöåé óìíîæåíèÿ:

x 1db 2db dt

1db dt 0 0

2db 0 dt 0

… … … …

L

dt 0 0 0

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû Èòî:
 Ðàññóæäåíèÿ òå æå, ÷òî è â 5. Èõ íóæíî ëèøü

äîïîëíèòü îáîñíîâàíèåì ïðàâèëà ïåðåêðåñòíîãî
óìíîæåíèÿ áðîóíîâñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ

( 021 =dbdb  è ò.ï.), ÷òî ñâîäèò ê äîêàçàòåëüñòâó òà-

Åñòåñòâåííûå íàóêè
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êîãî ôàêòà: åñëè å � îãðàíè÷åííûé  íåóïðåæäàþ-
ùèé ôóíêöèîíàë äëÿ äâóìåðíîãî áðîóíîâñîãî äâè-

æåíèÿ ( )21,bbb = , òî ìàêñèìóì  ìîäóëÿ ìàðòèíãàëà

  ( )( ) ( )[∑
≤

−− −−=
lk

n
e kbke 4

1 221χ

( )( )] ( ) ( )( )[ ]−−− −−−− kbkbkb 4
2

4
2

4
1 21221 , ( )ne −≤ 2 ,

äîïóñêàåò ïðè ∞↑n  îöåíêó n
n

⋅
−
22 , ò.å.









=∞↑⋅<

−

≤ − 1,2 2max

2
nnP

n

en χ
l .

Íî ýòî, êàê è ðàíüøå, âûâîäèòñÿ èç ìàðòèí-
ãàëüíîãî íåðàâåíñòâà.

[ ] ( )+−
≤ ≤≥ nenk EP χχ 1max

ll ( )0>l .

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäñòâèå: åñëè ( )tbi  îáëà-

äàåò ñòîõàñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëàìè

idb  è ( ) ( ) ( )( )tbtbtb d,...1= ,

òî ñóùåñòâóþò äèôôåðåíöèàëû

idb  ( ) ( ) ( )






+

2

1b,b
2121 b

b
d ,de ,b,bd ,bbd 21

;

2

1d
b

b
 ïðèìåíèìî ïðè óñëîâèè ( ) 02 >≥ δtb .

Ê. Èòî èñïîëüçîâàë ñâîé èíòåãðàë äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ äèôôóçèè, ñâÿçàííîé ñ ýëëèïòè÷åñêèì äèô-

ôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì G íà ãëàäêîì ìíîãî-

îáðàçèè  M. Ïðè 1R=Μ è

ufu
e

Gu ′+″






=

2

2

,

ãäå ( )0≠e  è f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ( )11 RC ,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèôôóçèÿ ÿâëÿåòñÿ íåóïðåæäà-
þùèì ðåøåíèåì ϕ  èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

( ) ( ) ( ) ( )dsfdb0
0

γγγγ ∫∫ ++=
t

et           0≥t

Åù¸ ðàíåå ïîïûòêà â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëà
ñäåëàíà Áåðíøòåéíîì. Ãèõìàí çàâåðøèë ïðîãðàì-
ìó Áåðíøòåéíà íåçàâèñèìî îò Èòî.

Ïîñëå ââåäåíèÿ ïîíÿòèé ñòîõàñòè÷åñêîãî èí-
òåãðàëà è ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëà äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

( ) ( )dtxfdbxedx += ,

êîòîðîå ìîæíî ïðèíÿòü çà èñõîäíûé ïóíêò ïðè îï-
ðåäåëåíèè äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà, ïðèäàåòñÿ
ñòðîãèé ñìûñë, ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå ýòîãî óðàâíå-
íèÿ äëÿ ñëó÷àÿ êîýôôèöèåíòîâ îãðàíè÷åííîãî íà-

êëîíà è äëÿ îáùèõ êîýôôèöèåíòîâ êëàññà  ( )11 RC ,

òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä  Ëàìïåðòè äëÿ ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ îò ôóíêöèè 11RCf ∈ îãðàíè÷åííîãî

íàêëîíà, áîëåå ïðîñòîé, ÷åì ìåòîä Èòî, ò.ê. íå îïè-
ðàåòñÿ íè íà ìàðòèíãàëüíîå íåðàâåíñòâî, íè íà ëåì-
ìó Áîðåëÿ-Êàíòåëëè, íî ìåòîä Ëàìïåðòè íå ïðèìå-
íèì â âûñøèõ ðàçìåðíîñòÿõ.
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