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Ñèñòåìû ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè ñ ïîñòî-
ÿííûìè óñèëèÿìè â ëèøíèõ ñâÿçÿõ óñëîâíî íà-
çâàíû áëèçêèìè ê ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìûì.

Âûïîëíèì äîêàçàòåëüñòâî ýíåðãåòè÷åñêèì
ìåòîäîì íàëè÷èÿ îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ãåî-
ìåòðèè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìàëüíîé ñóì-
ìàðíîé ðàáîòå óñèëèé â ëèøíèõ ñâÿçÿõ è íå çà-
âèñÿùèõ íè îò íàãðóçêè, íè îò ñòåïåíè ïðåäíàï-
ðÿæåíèÿ, â ñèñòåìàõ, áëèçêèõ ê ñòàòè÷åñêè íåî-
ïðåäåëèìûì, íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå.

Âèñÿ÷èé ìîñò, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 1, èìååò
äâå îïîðû, áàëêó æåñòêîñòè, öåïü /èëè êàáåëü/
è êà÷àþùèåñÿ ïèëîíû. Â ñðåäíþþ ÷àñòü öåïè
âêëþ÷åíà ñâÿçü, ñîõðàíÿþùàÿ óñèëèå ïðåäíàï-
ðÿæåíèÿ ïîñòîÿííûì.

Ñâÿçü, âêëþ÷åííàÿ â öåïü, ïðèáëèæàåò ìîñò
ê îäèí ðàç ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîìó. Åñëè
óáðàòü ñâÿçü, òî â öåïè ïîëó÷èòñÿ ðàçðåç. Äåé-
ñòâèå ñâÿçè çàìåíÿåòñÿ äâóìÿ ñèëàìè X

1
. Ýòî

îñíîâíàÿ ñèñòåìà.
Äîïóñòèì, ÷òî íàãðóçêîé ó âèñÿ÷åãî ìîñòà,

ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 1, ÿâëÿåòñÿ ñîñðåäîòî÷åí-
íàÿ ñèëà Ð, ñòàòè÷åñêè ïðèëîæåííàÿ â ñåðåäèíå
ïðîëåòà áàëêè æåñòêîñòè /ìîæíî ïðèíÿòü ëþ-
áóþ äðóãóþ íàãðóçêó/.

Ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè áàëêà æåñòêîñòè
äàñò ïðîãèá, âîçíèêíóò ïåðåìåùåíèÿ â öåïè è â
ñâÿçè. Ðàáîòà âíåøíèõ ñèë ðàâíà

H
PPPIPP PPPT ∆+∆−∆= η

2

1

2

1
, (1)

ãäå PP∆  – ïåðåìåùåíèå ñèëû Ð ïî åå íàïðàâëå-

íèþ, âûçâàííîå ñèëîé Ð;

PI∆  – ïåðåìåùåíèå ñèëû Ð ïî åå íàïðàâëå-
íèþ, âûçâàííîå ñèëîé Õ

1
;
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÛ ÃÅÎÌÅÒÐÈÉ
Â ÑÈÑÒÅÌÀÕ ÑÒÐÎÈÒÅËÜÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ

Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÈ ÓÑÈËÈßÌÈ
Â ËÈØÍÈÕ ÑÂßÇßÕ

È ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÀß ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÜ

Â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ýíåðãåòè÷åñêèì ìå-
òîäîì íàëè÷èÿ â ñèñòåìàõ ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè ñ ïîñòîÿí-
íûìè óñèëèÿìè â ëèøíèõ ñâÿçÿõ îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ
ãåîìåòðèè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìàëüíîé ñóììàðíîé ðàáî-
òå óñèëèé â ëèøíèõ ñâÿçÿõ è íå çàâèñÿùèõ íè îò íàãðóçêè, íè
îò ñòåïåíè ïðåäíàïðÿæåíèÿ.

H
PPP∆  – ïåðåìåùåíèå ñèëû Ð ïî åå íàïðàâëå-

íèþ, óñëîâíî íàçâàííîå ïåðåìåùåíèåì òå-
íåâîé ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè;
η  – êîýôôèöèåíò ïîëíîòû äèàãðàììû.

Íà îñíîâàíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñÿ ðàáîòà T âíåøíèõ ñèë
ðàâíà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U äåôîðìàöèè,
ò. å. T = U .

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âèñÿ÷åãî ìîñòà,
áëèçêîãî ê îäèí ðàç ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìî-
ìó, ðàâíà

H
IPIP XXUU ∆+∆−= 110 2

1 η , (2)

ãäå U 0  - ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îñíîâíîé ñèñ-
òåìû;

IP∆ - ïåðåìåùåíèå â îñíîâíîé ñèñòåìå ñèëû
Õ

1
 ïî åå íàïðàâëåíèþ îò íàãðóçêè Ð;

H
IP∆  - ïåðåìåùåíèå ñèëû Õ

1
 ïî åå íàïðàâëå-

íèþ, óñëîâíî íàçâàííîå ïåðåìåùåíèåì òå-
íåâîé ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè;
η  - êîýôôèöèåíò ïîëíîòû äèàãðàììû.

Èç âûðàæåíèÿ (2) âèäíî, ÷òî ÷åì áîëüøóþ
âåëè÷èíó îò îäíîé è òîé æå íàãðóçêè áóäåò
èìåòü ñèëà X

1
, òåì ìåíüøóþ âåëè÷èíó áóäåò

èìåòü ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, à ýòî çíà÷èò,
÷òî òåì ìåíüøóþ âåëè÷èíó áóäåò èìåòü ðàáî-
òà âíåøíèõ ñèë. Ïîñêîëüêó íàãðóçêà îñòàåò-
ñÿ íåèçìåííîé, òî óìåíüøåíèå ðàáîòû âíå-
øíèõ ñèë ïðè óâåëè÷åíèè ñèëû Õ

1
 áóäåò ïðî-

èñõîäèòü çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ ïðîãèáîâ áàëêè
æåñòêîñòè.

Òåõíè÷åñêèå íàóêè
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Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñèëà Õ
1
 ïðèîáðå-

òàåò ïðè îïòèìàëüíîì çíà÷åíèè ñòðåëêè öåïè
ìîñòà /ïðî÷èå óñëîâèÿ ðàâíû/. Íàõîäèòñÿ îï-
òèìàëüíàÿ ñòðåëêà èç óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî
ïðèðàâíèâàíèåì ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè, âû-
ðàæàþùåé ñèëó Õ

1
, ïî ñòðåëêå öåïè íóëþ. Íà-

ãðóçêà â óðàâíåíèè ñîêðàùàåòñÿ.
Èçìåíèâ ñòðåëêó ïðè îòûñêàíèè îïòèìàëü-

íîãî åå çíà÷åíèÿ, ìû êàæäûé ðàç îò îäíîé è òîé
æå íàãðóçêè îïðåäåëÿåì ñèëó Õ

1
 /ðàñïîð/ è ñòà-

âèì â öåïü ñâÿçü, ñîçäàþùóþ òàêóþ ñèëó è ñî-
õðàíÿþùóþ åå ïîñòîÿííîé. Êîíñòðóêöèÿ îáëà-
äàåò ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ. Ïîýòîìó
â ñâÿçè ïîñëå ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè âîçíèêàåò
ïåðåìåùåíèå, ïðîèñõîäÿùåå îò íàëè÷èÿ â êîí-
ñòðóêöèè ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè. Ñèëà
Õ

1
 îïðåäåëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì òîëüêî ëèíåéíûõ ïå-

ðåìåùåíèé. Ïîñêîëüêó ñâÿçü ñîõðàíÿåò ýòó ñèëó
ïîñòîÿííîé, òî ïåðåìåùåíèå, ïðîèñõîäÿùåå îò
íàëè÷èÿ â êîíñòðóêöèè ãåîìåòðè÷åñêîé íåëè-
íåéíîñòè,  íå îêàæåò íà íåå âëèÿíèÿ. Ïîëó÷àåò-
ñÿ òàê, ÷òî ñèëà Õ

1,
 íàõîäÿñü â íåëèíåéíîé çà-

âèñèìîñòè îò ñòðåëêè, íàõîäèòñÿ â ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè îò íàãðóçêè.

Åñëè áû â öåïè íå áûëî ñâÿçè, ñîõðàíÿþ-
ùåé ñèëó Õ

1
 ïîñòîÿííîé ïðè ïåðåìåùåíèÿõ, âîç-

íèêàþùèõ â ïðîöåññå ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè, òî
ñèëà X

1
 ïî ïðè÷èíå ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíî-

ñòè íàõîäèëàñü áû â íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è
îò ñòðåëêè, è îò íàãðóçêè /ïåðåìåùåíèÿ IP∆  è

H
IP∆  íå áûëè áû ðàçäåëåíû /.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü ïðè íàëè-
÷èè ñâÿçåé, ïðèáëèæàþùèõ ñòàòè÷åñêè îïðå-
äåëèìûå êîíñòðóêöèè ê ñòàòè÷åñêè íåîïðåäå-
ëèìûì, íàìè óñëîâíî íàçâàíà «òåíåâîé ãåî-
ìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ», à ïåðåìåùåíèÿ,
ïðîèñõîäÿùèå îò íåå, óñëîâíî íàçâàíû «ïå-

ðåìåùåíèÿìè òåíåâîé ãåîìåòðè÷åñêîé íåëè-
íåéíîñòè».

Ïðè óâåëè÷åíèè ñòðåëêè îò íóëÿ äî îïòè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñèëà X

1
 óâåëè÷èâàåòñÿ îò

íóëÿ äî ìàêñèìóìà /àáñîëþòíîå åå çíà÷åíèå/,
óâåëè÷èâàåòñÿ è ïåðåìåùåíèå IP∆ , ÷òî ïðèâî-
äèò ê çàìåòíîìó óâåëè÷åíèþ ðàáîòû, êîòîðàÿ â
âûðàæåíèè (2) âû÷èòàåòñÿ èç ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå èçìåíåíèÿ
ñòðåëêè â ïðîöåññå ïîèñêà îïòèìàëüíîãî åå çíà-
÷åíèÿ íà âåëè÷èíó ðàáîòû ñèëû Õ

1
 íà ïåðåìå-

ùåíèè òåíåâîé ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè.
Ýòà ðàáîòà â âûðàæåíèè (2) óâåëè÷èâàåò ïîòåí-
öèàëüíóþ ýíåðãèþ. Êàê è â ïðåäûäóùåì àíà-
ëèçå, ìåíÿÿ ñòðåëêó, áóäåì îñòàâëÿòü íàãðóçêó
íåèçìåííîé. Ïðè ñòðåëêå, ðàâíîé íóëþ, ïåðå-
ìåùåíèå òåíåâîé ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñ-

òè áóäåò íàèáîëüøèì, à ñèëà Õ
1,
 íàéäåííàÿ ïî

ôîðìóëå 
11δ
IPX

∆
−= , áóäåò ðàâíà íóëþ. Ïîñëå

ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè ïåðåìåùåíèå òåíåâîé ãåî-
ìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè âîçíèêíåò, íî ðàáî-
òà áóäåò ðàâíà íóëþ, ò. ê. ïî ñâîéñòâó ñâÿçè ñèëà
Õ

1
 îñòàíåòñÿ ïîñòîÿííîé, ò. å. ðàâíîé íóëþ.

Óìåñòíî, çàìåòèòü, ÷òî â îáû÷íîé ñòàòè÷åñêè
íåîïðåäåëèìîé êîíñòðóêöèè ïðè ñòðåëêå, ðàâ-
íîé íóëþ, ïî ïðè÷èíå ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåé-
íîñòè ïîñëå ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè ñèëà Õ

1
 áó-

äåò èìåòü çíà÷èòåëüíóþ âåëè÷èíó è ðàáîòà åå
áóäåò çíà÷èòåëüíîé. Çäåñü æå ìû ðàññìàòðèâà-
åì êîíñòðóêöèþ, áëèçêóþ ê ñòàòè÷åñêè íåîïðå-
äåëèìîé. Ïðè íåáîëüøîé ñòðåëêå ñèëà Õ

1
, áó-

äåò èìåòü íåáîëüøóþ âåëè÷èíó. Ìû âûíóæäå-
íû óâåëè÷èâàòü ñòðåëêó, ò. ê. îò öåïè, â êîòî-
ðîé ðàñïîð èìååò ìàëóþ âåëè÷èíó, ìàëà è
ïîëüçà. Ïðè óâåëè÷åíèè ñòðåëêè îò íóäÿ äî îï-

È.Ì.Êèÿíîâ Èñïîëüçîâàíèå ïðèçìàòè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â òåïëîâîì ìîäåëèðîâàíèè ñòàíêîâ
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òèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñèëà Õ
1
 óâåëè÷èâàåòñÿ äî

ñâîåãî ìàêñèìóìà, î ÷åì ãîâîðèëîñü âûøå, ïå-
ðåìåùåíèå æå òåíåâîé ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåé-
íîñòè H

IP∆   - óìåíüøàåòñÿ.
Óìåíüøåíèå ïåðåìåùåíèÿ H

IP∆  ïðè óâåëè÷å-
íèè ñòðåëêè, ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì óìåíüøå-
íèÿ ïåðåìåùåíèÿ H

PP∆ , ïîäòâåðæäàåò öåëåñîîá-
ðàçíîñòü íàçíà÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðà
ãåîìåòðèè â êîíñòðóêöèè, áëèçêîé ê ñòàòè÷åñ-
êè íåîïðåäåëèìîé.

Óìåíüøåíèå ïåðåìåùåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé
íåëèíåéíîñòè ïðè óâåëè÷åíèè ñòðåëêè öåïè
ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íà ïðîñòåéøåé
êîíñòðóêöèè, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 2, ãäå ïóíêòè-
ðîì ïîêàçàíî äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå.

Êîíñòðóêöèÿ, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 2, áëèçêà
ê öåïè âèñÿ÷åãî ìîñòà.  Îíà îáëàäàåò ãåîìåò-
ðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ.  Äëèíà ñòåðæíåé 1-2
è 2-3 ðàâíà S.  Æåñòêîñòü ýòèõ ñòåðæíåé òîæå
îäèíàêîâà è ðàâíà EF.

Ðèñ. 2. Êîíñòðóêöèÿ, îáëàäàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêîé
íåëèíåéíîñòüþ.

Ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè Ð ñòåðæíè óäëèíÿò-
ñÿ íà S∆ , à óçåë 2, ê êîòîðîìó ïðèëîæåíà íà-
ãðóçêà Ð, ïåðåìåñòèòñÿ âíèç íà f∆ . Óãîë β  óâå-
ëè÷èòñÿ è ñòàíåò ðàâíûì 1β .

Ñ÷èòàåì, ÷òî óäëèíåíèå ñòåðæíåé S∆  ðàâ-
íî êàòåòó ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà 22“Ê /
â äåéñòâèòåëüíîñòè îíî íåñêîëüêî ìåíüøå/.
Ãèïîòåíóçîé ïðÿìîóãîëüíèêà 22“Ê ÿâëÿåòñÿ ïå-
ðåìåùåíèå f∆ .

Ðàñòÿãèâàþùàÿ ñèëà â ñòåðæíÿõ ðàâíà

βsin2

P
N = .

Íàõîäèì óäëèíåíèå ñòåðæíåé:

βsin2EF

PS

EF

NS
S ==∆ ;

βcos2

l
S = ;

ββ cossin4EF

Pl
S =∆ .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óäëèíåíèå ñòåðæíåé
ðàâíî

1sin βfS ∆=∆ .

Èç óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àþùåãîñÿ ïðèðàâíèâà-
íèåì âûðàæåíèé äëÿ S∆ , íàõîäèì ïåðåìåùåíèå
ñèëû Ð:

ββ
β

cossin4
sin 1 EF

Pl
f =∆ ;

βββ cossinsin4 1EF

Pl
f =∆ .

Àíàëèç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ïîêàçûâà-
åò, ÷òî óâåëè÷åíèå ñòðåëêè, ñâÿçàííîå ñ óâåëè-
÷åíèåì óãëîâ β  è 1β  , ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ
ïåðåìåùåíèÿ ñèëû Ð.

Ïðè óâåëè÷åíèè ñòðåëêè öåïè âèñÿ÷åãî ìî-
ñòà, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 1, ïåðåìåùåíèå òåíå-
âîé ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè H

PP∆  óìåíü-
øàåòñÿ ïî òîé æå ïðè÷èíå, ïî êàêîé óìåíüøà-
åòñÿ ïåðåìåùåíèå ñèëû Ð â êîíñòðóêöèè, ïîêà-
çàííîé íà ðèñ. 2. Ïåðåìåùåíèå òåíåâîé ãåîìåò-
ðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè H

IP∆  íå îêàçûâàåò âëèÿ-
íèÿ íà ñèëó Õ

1,
 ïîýòîìó, èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà

ðàáîò ñèë Ð è Õ
1
 íà ðàññìàòðèâàåìûõ ïåðåìå-

ùåíèÿõ, îíî òîæå óìåíüøàåòñÿ.
Â êîíñòðóêöèÿõ, áëèçêèõ ê äâà ðàçà ñòàòè-

÷åñêè íåîïðåäåëèìûì ñèììåòðè÷íûì, îïòè-
ìàëüíûé ïàðàìåòð ãåîìåòðèè îïðåäåëÿåòñÿ òàê
æå, êàê è â êîíñòðóêöèÿõ, áëèçêèõ ê îäèí ðàç
ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìûì. Ñóùíîñòü îïòèìè-
çàöèè ïî ïàðàìåòðó ãåîìåòðèè îñòàåòñÿ íåèç-
ìåííîé è â êîíñòðóêöèÿõ, áëèçêèõ ê n ðàç ñòà-
òè÷åñêè íåîïðåäåëèìûì. Ðàçíèöà òîëüêî â òîì,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå íóæíî ïîäâåðãàòü àíàëèçó n
êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìåòîäà ñèë. Îïòèìàëü-
íûì ïàðàìåòðîì ãåîìåòðèè è â ýòîì ñëó÷àå ñëå-
äóåò ñ÷èòàòü ïàðàìåòð, ïðè êîòîðîì îò îäíîé è
òîé æå íàãðóçêè /ïðî÷èå óñëîâèÿ òîæå ðàâíû/
âîçìîæíàÿ ðàáîòà âíóòðåííèõ ñèë /ðåçóëüòèðó-
þùèõ íàïðÿæåíèé/ áóäåò ìèíèìàëüíîé.

Åñëè ïðè íåèçìåííîé íàãðóçêå è ïðè ïðî-
÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ â êîíñòðóêöèè, áëèçêîé ê
ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîé, èçìåíÿòü ïàðàìåòð
ãåîìåòðèè, òî ïðè äîñòèæåíèè ýòèì ïàðàìåòðîì
îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñóììàðíàÿ ðàáîòà óñè-
ëèé â n ñâÿçÿõ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåùå-
íèÿõ ïðèîáðåòåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, à ïî-
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òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îñíîâíîé ñèñòåìû - ìèíè-
ìàëüíîå.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êîíñòðóêöèè, áëèç-
êîé ê n, ðàç ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîé, ðàâíà

H
iP

n

i
ii

n

i
iPi XXUU ∆+∆−= ∑∑

== 11
0 2

1 η ,

ãäå U
0
 - ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îñíîâíîé ñèñ-

òåìû;

iX  - óñèëèå, ñîçäàâàåìîå i-òîé ñâÿçüþ;
H
iP∆  - ïåðåìåùåíèå òåíåâîé ãåîìåòðè÷åñêîé

íåëèíåéíîñòè â i-òîé ñâÿçè;

iη  - êîýôôèöèåíò ïîëíîòû äèàãðàììû äëÿ
i-òîé ñâÿçè.

Îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð ãåîìåòðèè êîíñò-
ðóêöèé, áëèçêèõ ê  n ðàç ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëè-
ìûì, íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ïðè-
ðàâíèâàíèåì íóëþ ïðîèçâîäíîé îò ñóììàðíîé
ðàáîòû óñèëèé âî âñåõ n ñâÿçÿõ íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïåðåìåùåíèÿõ ïî ïàðàìåòðó ãåîìåòðèè:

0=
dZ

dT c

, (3)

ãäå Òñ - ñóììàðíàÿ ðàáîòà óñèëèé âî âñåõ n ñâÿ-
çÿõ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåùåíèÿõ;
Z -  ïàðàìåòð ãåîìåòðèè.

Óñèëèÿ â ñâÿçÿõ, ïðèáëèæàþùèõ ñòàòè÷åñ-
êè îïðåäåëèìóþ êîíñòðóêöèþ ê ñòàòè÷åñêè íåî-
ïðåäåëèìîé, áóäó÷è íàçíà÷åííûìè â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ íàãðóçêîé, äåéñòâóþùåé íà êîíñòðóê-
öèþ, êàê äëÿ îáû÷íîé ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëè-
ìîé êîíñòðóêöèè, íå óâåëè÷èâàþòñÿ íè îò óâå-
ëè÷åíèÿ íàãðóçêè, íè îò òåìïåðàòóðíûõ è äðó-
ãèõ ïåðåìåùåíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü íà-
ãðóçêó â óðàâíåíèè.

Ðàññìîòðèì ïðåäâàðèòåëüíîå íàïðÿæåíèå
ñèñòåì ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè ñ ïîñòîÿííûì
óñèëèåì â ëèøíèõ ñâÿçÿõ /áëèçêèõ ê ñòàòè÷åñêè
íåîïðåäåëèìûì/.

Â îáû÷íûõ ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìûõ êîí-
ñòðóêöèÿõ ñèëà â ëèøíåé ñâÿçè, ïðåäíàïðÿãàþ-
ùàÿ êîíñòðóêöèþ, è ñèëà â ýòîé æå ëèøíåé ñâÿ-
çè, âîçíèêàþùàÿ îò äåéñòâèÿ âðåìåííîé íàãðóç-
êè, ñêëàäûâàþòñÿ. Íà ñèëó ïðåäíàïðÿæåíèÿ â
òàêèõ êîíñòðóêöèÿõ îêàçûâàþò âëèÿíèå òåìïå-
ðàòóðíûå ïåðåìåùåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ îò ïîë-
çó÷åñòè è óñàäêè ìàòåðèàëà.

Â êîíñòðóêöèÿõ, áëèçêèõ ê ñòàòè÷åñêè íåî-
ïðåäåëèìûì, äåëî îáñòîèò èíà÷å: â íèõ ñèëà,
êîòîðóþ ñîçäàåò ñâÿçü, íå óâåëè÷èâàåòñÿ íè ïðè
ïðèëîæåíèè âðåìåííîé íàãðóçêè, íè ïðè âîç-

íèêíîâåíèè òåìïåðàòóðíûõ è äðóãèõ ïåðåìå-
ùåíèé.

Äîïóñòèì, ÷òî êîíñòðóêöèÿ, áëèçêàÿ ê îäèí
ðàç ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîé, ïðåäíàïðÿãàåò-
ñÿ ñèëîé N â íàïðàâëåíèè ñèëû Õ

1
. Â êà÷åñòâå

òàêîé êîíñòðóêöèè ñíîâà ìîæíî âçÿòü âèñÿ÷èé
ìîñò, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 1.

Ðàáîòà âíåøíèõ ñèë ðàâíà

H
PPPNPP PPPT ∆+∆−∆= η

2

1

2

1
,         (4)

ãäå PN∆  - ïåðåìåùåíèå â íàïðàâëåíèè ñèëû Ð,

âûçâàííîå ñèëîé N, äåéñòâóþùåé â íàïðàâ-
ëåíèè ñèëû Õ

1
;

η - êîýôôèöèåíò ïîëíîòû äèàãðàììû.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

H
IPIN NNUU ∆+∆−= η

2

1
0 , (5)

ãäå N - ñèëà, äåéñòâóþùàÿ â íàïðàâëåíèè ñèëû
Õ

1
 è îñòàþùàÿñÿ ïîñòîÿííîé ïðè òåìïåðà-

òóðíûõ è äðóãèõ ïåðåìåùåíèÿõ;

IN∆  - ïåðåìåùåíèå â íàïðàâëåíèè ñèëû Õ
1
 ,

âûçâàííîå ñèëîé N.

Ðàáîòà ñèëû N íà ïåðåìåùåíèè IN∆  ðàâíà

INN NT ∆=
2

1
. (6)

Âûðàçèì ñèëó N ÷åðåç ïåðåìåùåíèÿ:

11δ
INN

∆
= . (7)

Ïîäñòàâèâ (7) â âûðàæåíèå (6), ïîëó÷èì

IN
IN

NT ∆
∆

=
112δ . (8)

Ïåðåìåùåíèå IN∆  ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
ïåðåìåùåíèå IP∆

υ=
∆
∆

IP

IN
;

IPIN ∆=∆ υ , (9)

ãäå υ  - êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé ñòåïåíü
ïðåäíàïðÿæåíèÿ.

Ïîäñòàâèâ (9) â âûðàæåíèå (8) ïîëó÷èì

      IPIP
IP

N XT ∆=∆
∆

= 1
2

11

υυ
δ

υ
. (10)

È.Ì.Êèÿíîâ Èñïîëüçîâàíèå ïðèçìàòè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â òåïëîâîì ìîäåëèðîâàíèè ñòàíêîâ
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Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (5), 1XN υ=  è âû-
ðàæåíèå äëÿ ðàáîòû (10), ïîëó÷èì

     
H
IPIP XXUU ∆+∆−= 11

2
0 2

1 υηυ . (11)

Åñëè â âûðàæåíèè äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè (11)  êîýôôèöèåíò υ  ïðèíÿòü ðàâíûì åäè-
íèöå, òî ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå (2).

Âûðàæåíèå  (11) ïîêàçûâàåò, ÷òî â êîíñò-
ðóêöèè ñ îïòèìàëüíûì ïàðàìåòðîì ãåîìåòðèè
ýêîíîìèòñÿ óñèëèå, íàïðÿãàþùåå êîíñòðóêöèþ
/ìåíüøèì óñèëèåì äîñòèãàåòñÿ òîò æå ýôôåêò/.
Êðîìå ýòîãî, âûðàæåíèå  (11) ïîêàçûâàåò, ÷òî
ïðè êîýôôèöèåíòå υ , áîëüøåì åäèíèöû, ýôôåêò
îò ïðåäíàïðÿæåíèÿ ðåçêî ïîâûøàåòñÿ.

Âñå ñêàçàííîå î ïðåäíàïðÿæåíèè êîíñòðóê-
öèé, áëèçêèõ ê ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìûì, îò-
íîñèòñÿ íå òîëüêî ê âèñÿ÷åìó ìîñòó, íî è ê ëþ-
áîé äðóãîé êîíñòðóêöèè, áëèçêîé ê ñòàòè÷åñêè
íåîïðåäåëèìîé.

Âîçüìåì æåñòêóþ àðêó ñ ãèáêîé çàòÿæêîé.
Â ãèáêóþ çàòÿæêó âêëþ÷åíà ñâÿçü, ñîõðàíÿþ-
ùàÿ óñèëèå ïîñòîÿííûì.  Ýòî êîíñòðóêöèÿ,
áëèçêàÿ ê îäèí ðàç ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîé.

Ñâÿçü, âêëþ÷åííàÿ â çàòÿæêó, äîëæíà ñîçäà-
âàòü óñèëèå, ðàâíîå

H=F
ç
R

0,

ãäå   F
ç 
- ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ çàòÿæêè;

R
0 
- ðàñ÷åòíîå ñîïðîòèâëåíèå ñòàëè.

Çíàÿ óñèëèå â çàòÿæêå, ìîæíî îïðåäåëèòü
êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé ñòåïåíü ïðåä-
íàïðÿæåíèÿ:

1

0

1 X

RF

X

H ç==υ . (12)

Ôîðìóëà  (12) ïîêàçûâàåò, ÷òî êîýôôèöè-
åíò, õàðàêòåðèçóþùèé ñòåïåíü ïðåäíàïðÿæå-
íèÿ, ìîæíî óâåëè÷èòü ïóòåì óâåëè÷åíèÿ ðàñ÷åò-
íîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñòàëè çàòÿæêè.  Ïðè ýòîì
æåñòêîñòè àðêè è çàòÿæêè îñòàþòñÿ íåèçìåííû-
ìè.  Íåèçìåííîñòü æåñòêîñòåé àðêè è çàòÿæêè
îçíà÷àåò íåèçìåííîñòü è óñèëèÿ â çàòÿæêå Õ

1
, è

îïòèìàëüíîé ñòðåëû àðêè,

Ìîäóëè óïðóãîñòè ñòàëüíûõ êàíàòîâ /òðî-
ñîâ, êàáåëåé/ íåñêîëüêî íèæå ìîäóëÿ óïðóãîñ-
òè ñòàëè.  Ýòîò íåäîñòàòîê êàíàòîâ â êîíñòðóê-
öèÿõ, áëèçêèõ ê ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìûì, íå
èãðàåò ðîëè.

Îí ïðèâîäèò âñåãî ëèøü ê íåêîòîðîìó óâå-
ëè÷åíèþ îïòèìàëüíîé ñòðåëû.

Çàòî ðàñ÷åòíîå ñîïðîòèâëåíèå êàíàòîâ, áó-
äó÷è î÷åíü âûñîêèì, äàåò âîçìîæíîñòü çíà÷è-
òåëüíî ïîâûñèòü êîýôôèöèåíò υ , õàðàêòåðèçó-
þùèé ñòåïåíü ïðåäíàïðÿæåíèÿ.  Óâåëè÷åíèå êî-
ýôôèöèåíòà υ  ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè, î ÷åì ãîâîðèò âûðàæåíèå  (11).

Óðàâíåíèå (11) âûðàæàåò ïîòåíöèàëüíóþ
ýíåðãèþ êîíñòðóêöèè, ïðåäíàïðÿæåííîé ïîñòî-
ÿííûì óñèëèåì. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ãåî-
ìåòðèè îò íóëÿ äî îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âòî-
ðîé ÷ëåí ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (11) óâåëè÷è-
âàåòñÿ äî ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû, à òðåòèé �
óìåíüøàåòñÿ.

Åñëè υ  óâåëè÷èâàòü òàê, ÷òîáû òðåòèé ÷ëåí
áûë ïîñòîÿííûì, òî ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé
îí èñ÷åçíåò, è ìû áóäåì èìåòü:

0)( 1
2 =∆ IPX

dy

d υ ,

ãäå y – ïàðàìåòð ãåîìåòðèè.

×òî êàñàåòñÿ υ , òî ýòîò êîýôôèöèåíò íå
ìåøàåò íàõîæäåíèþ îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðà
ãåîìåòðèè, òàê êàê ñòåïåíü ïðåäíàïðÿæåíèÿ íå
îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà åãî âåëè÷èíó.

Àâòîð ñòàòüè ñîçäàë ðÿä ñâÿçåé, ïðåäíàï-
ðÿãàþùèõ êîíñòðóêöèè ïîñòîÿííûì óñèëèåì
(à. ñ. ¹ 1686059, ïàòåíò ÐÔ ¹ 2004665 è äð.).

Îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû ãåîìåòðèè, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ìàêñèìàëüíîìó óñèëèþ â ëèøíèõ
ñâÿçÿõ êîíñòðóêöèé, áëèçêèõ ê ñòàòè÷åñêè íåî-
ïðåäåëèìûõ, è íå çàâèñÿùèå îò íàãðóçêè è ñòå-
ïåíè ïðåäíàïðÿæåíèÿ,  óñòàíîâëåíû àâòîðîì â
ìàðòå 1974 ãîäà. Ïðèîðèòåò èõ îòêðûòèÿ çàùè-
ùàåòñÿ ïóáëèêàöèÿìè è ïàòåíòîì ÐÔ ¹ 2012749.
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Ìàãíèòîàêòèâèðîâàííóþ âîäó â òåõíîëî-
ãèÿõ, ñâÿçàííûõ ñî ñòðîè-òåëüñòâîì è ñòðîèòåëü-
íûìè ìàòåðèàëàìè, ïðèìåíÿþò äîñòàòî÷íî äàâ-
íî [1-7]. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ïåðñïåêòèâíîñòü
å¸ èñïîëüçîâàíèÿ, øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ â ñòðî-
èòåëüíûõ òåõíîëîãèÿõ îíà äî íàñòîÿùåãî âðå-
ìåíè íå íàõîäèò. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ïëîõîé âîñ-
ïðîèçâîäèìîñòüþ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõ ñ
ïîìîùüþ âûïóñêàåìûõ äëÿ «îìàãíè÷èâàíèÿ»
âîäû ñòàíäàðòíûõ àïïàðàòîâ, íå âñåãäà îáåñïå-
÷èâàþùèõ íåîáõîäèìóþ ñòåïåíü ìàãíèòíîé
àêòèâàöèè âîäû. Ôèçè÷åñêàÿ ïðèðîäà ïðîèñõî-
äÿùèõ â âîäå ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ èçìåíåíèé ïðè
âîçäåéñòâèè íà íå¸ ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ÌÏ) äî
íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå ñîâñåì ÿñíà, õîòÿ ñàì
ôåíîìåí íå òîëüêî äîñòîâåðíî óñòàíîâëåí, íî
è øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåõíèêå ñ 1947 ãîäà [8].

Ïðîöåññ òâåðäåíèÿ áåòîíà, çàòâîðåííîãî
ìàãíèòîàêòèâèðîâàííîé âîäîé, ê íàñòîÿùåìó
âðåìåíè èçó÷åí äîñòàòî÷íî õîðîøî (â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè àêòèâíî è ïëîäîòâîðíî ðàáîòàë àêà-
äåìèê Ï.À. Ðåáèíäåð), îäíàêî åäèííîãî ìíåíèÿ
î ìåõàíèçìå âëèÿíèÿ ÌÏ íà ýòîò ïðîöåññ íå ñó-
ùåñòâóåò. Âî âðåìÿ òâåðäåíèÿ ïðîèñõîäèò öåëûé
ðÿä ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ðàñòâîðåíèÿ
è ãèäðàòàöèè â öåìåíòíîì òåñòå ñ îáðàçîâàíèåì
ïåðåíàñûùåííîãî ðàñòâîðà êðèñòàëëè÷åñêèõ
ñòðóêòóð, íà÷àëüíûé êàðêàñ êîòîðûõ ñî âðåìå-
íåì óïðî÷íÿåòñÿ è íàáèðàåò îñíîâíóþ ïðî÷íîñòü
â òå÷åíèå 28 ñóòîê. Ïîñêîëüêó â ïðîöåññå òâåð-
äåíèÿ öåìåíòà îïðåäåëÿþùèìè ôèçèêî-õèìè÷åñ-
êèìè ïðîöåññàìè ÿâëÿþòñÿ ðàñòâîðåíèå è êðèñ-
òàëëèçàöèÿ  â âîäíîé ñðåäå, à èìåííî ýòè ïðî-
öåññû, êàê ìû óæå óêàçûâàëè, ìîãóò çíà÷èòåëü-
íî èíòåíñèôèöèðîâàòüñÿ ìàãíèòíîé îáðàáîò-
êîé, òî åñòåñòâåííî áûëî ñ êâàçèòåðìîäèíàìè-
÷åñêèõ ïîçèöèé [9] îæèäàòü èíòåíñèôèêàöèþ
òâåðäåíèÿ è  ñîçðåâàíèÿ áåòîííîãî êàìíÿ.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîñòîÿíèå âîïðîñà î ïðèìåíåíèè ìàãíèòîàêòèâèðîâàííîé âîäû äëÿ çàò-
âîðåíèÿ áåòîííûõ ñìåñåé. Âñêðûâàþòñÿ ïðè÷èíû íèçêîé ïðîèçâîäñòâåííîé âîñòðåáîâàííîñ-
òè ýòèõ âûñîêîýôôåêòèâíûõ òåõíîëîãèé è óêàçûâàþòñÿ ïóòè, ïîçâîëÿþùèå óñïåøíî ïðèìå-
íÿòü ìàãíèòíóþ àêòèâàöèþ âîäû äëÿ çàòâîðåíèÿ áåòîíîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óëó÷-
øàòü òåõíè÷åñêèå è ñëóæåáíûå ïàðàìåòðû èçäåëèé è ýêîíîìèòü äî 10-15% öåìåíòà. Ïðèâî-
äÿòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà, ïîñòàâëåííîãî àâòîðàìè áîëåå, ÷åì íà 150 ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ êóáàõ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáúåì ïðîèçâîäñòâà öå-
ìåíòà â íàøåé ñòðàíå ñîñòàâëÿåò îêîëî 30 ìëí.
òîíí [18].Ðàçðàáîòêà òåõíîëîãèé, ïîçâîëÿþùèõ
ýêîíîìèòü ýòî ñòðàòåãè÷åñêè âàæíîå ñûðüå,
÷ðåçâû÷àéíî àêòóàëüíà. Ëàáîðàòîðíûå èññëå-
äîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå â ýòîì íàïðàâëåíèè [7],
ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêè äîñ-
òîâåðíî âîçðàñòàåò ïðî÷íîñòü áåòîííûõ èçäå-
ëèé (ýêïåðèìåíòàëüíûõ êóáîâ), âûïîëíåííûõ èç
áåòîíà, çàòâîðåííîãî ìàãíèòîàêòèâèðîâàííîé
âîäîé. Ïðè÷åì, òâåðäåíèå ïðîèñõîäèò çíà÷è-
òåëüíî áûñòðåå - çà ñåìü ñóòîê «ìàãíèòîàêòè-
âèðîâàííûå» êóáû íàáèðàëè òàêóþ æå ïðî÷-
íîñòü, êîòîðóþ îáû÷íûå íàáèðàþò çà 28 ñó-
òîê â åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ. Ìàãíèòíàÿ îá-
ðàáîòêà âîäû çàòâîðåíèÿ çàìåòíî âëèÿåò íà
õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà òâåðäåíèÿ áåòîíà: íà
ñêîðîñòü ñõâàòûâàíèÿ è ïëàñòè÷åñêóþ ïðî÷-
íîñòü öåìåíòíîãî òåñòà; íà óìåíüøåíèå ðàçìå-
ðîâ öåìåíòíûõ ãðàíóë, òî åñòü îáðàçóåòñÿ áî-
ëåå òîíêîçåðíèñòàÿ ñòðóêòóðà; íà óâåëè÷åíèå
ñêîðîñòè ãèäðàòàöèè; óâåëè÷èâàåòñÿ óäåëüíàÿ
ïîâåðõíîñòü òâåðäîé ôàçû è äð. Ìîæíî ñ÷èòàòü
óñòàíîâëåííûì, ÷òî çàòâîðåíèå áåòîíà ìàãíè-
òîàêòèâèðîâàííîé âîäîé èíòåíñèôèöèðóåò ïðî-
öåññû ðàñòâîðåíèÿ è ãèäðàòàöèè öåìåíòà â ðàí-
íèå ñðîêè òâåðäåíèÿ è óñêîðÿåò âûäåëåíèå áî-
ëåå ìåëêèõ êðèñòàëëèêîâ, ÷òî, åñòåñòâåííî, ïðè-
âîäèò ê óìåíüøåíèþ ïîðèñòîñòè, à ñëåäîâàòåëü-
íî, ïîâûøàåò åãî ìîðîçîñòîéêîñòü è óñòîé÷è-
âîñòü ê äåéñòâèþ âîäû è ðàçíûõ õèìè÷åñêèõ
àãåíòîâ. Çíà÷èòåëüíî ñíèæàåòñÿ ãàçîïðîíèöà-
åìîñòü áåòîíà [6]. Ìàãíèòíàÿ îáðàáîòêà âîäû
çàòâîðåíèÿ î÷åíü çàìåòíî èçìåíÿåò ïëàñòè÷-
íîñòü, à ñëåäîâàòåëüíî, è óäîáîóêëàäûâàåìîñòü
áåòîííîé ñìåñè [8]. Ìàãíèòíàÿ àêòèâàöèÿ óëó÷-
øàåò êà÷åñòâî èçäåëèé, èçãîòîâëåííûõ íå òîëü-
êî èç öåìåíòà, íî è èç äðóãèõ  âÿæóùèõ: èç ãèï-


