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Анализ конструкций современных стан-
ков  выделяет проблему их теплостойкости
на одну из ведущих позиций в связи со зна-
чительным увеличением скорости быстрых
перемещений узлов, частоты вращения шпин-
деля, мощности главного привода, а также
непрерывно повышающимися требованиями
к точности обработки [1]. Вместе с этим важ-
нейшим направлением совершенствования
процесса проектирования является разработ-
ка систем CAD/CAM. Рассматривая тепло-
вое проектирование как проектирование,
обеспечивающее оптимальные тепловые ха-
рактеристики технической системы, а значит
и теплостойкость, можно формулировать
“совершенствование теплового проектирова-
ния металлорежущих станков”, как актуаль-
ное направление научных исследований. С
начала своего развития САПР постоянно
развивались по двум независимым и вместе
с тем взаимодополняющим друг друга на-
правлениям. Первое направление связано с
совершенствованием сервисных возможнос-
тей систем. Второе - с совершенствованием
математической модели проектируемого
объекта. Если первое направление определя-
ет работоспособность и гибкость САПР в
новых условиях ее технического обеспече-
ния,  то второе направление отвечает стрем-
лению достижения адекватности математи-
ческой модели реальным процессам, проис-
ходящих в технических системах. Данная
работа выполнена в рамках второго направ-
ления развития САПР.

Одним из развиваемых в последнее вре-
мя направлений совершенствования матема-
тических моделей различных технических
систем является переход от детерминирован-
ных моделей к вероятностным и статистичес-
ким [2,3]. Учитывая, что температурный про-
цесс в натурных условиях является нестаци-
онарным случайным процессом, а адекват-
ность модели достигается максимальным
приближением ее структуры к структуре
реального процесса, то для получения адек-
ватных тепловых моделей следует использо-
вать вероятностный подход.

Построение вероятностной тепловой мо-
дели предполагает: определение числовых
характеристик температуры, как функции
случайных величин; построение интеграль-
ной функции распределения температуры,
позволяющей прогнозировать флуктуации
теплового состояния термодинамической си-
стемы при заданной неопределенности вход-
ных параметров, обусловленных их случай-
ностью; построение плотности распределения
температуры для установления ее закона
распределения. В качестве гипотетических
данных для тепловой модели выбирается си-
стема случайных величин, порожденная сис-
темой случайных возмущений. При этом все
случайные возмущения условно можно раз-
делить на две  группы. Первая группа воз-
мущений  обусловлена как сложными трибо-
логическими процессами в парах трения, яв-
ляющихся  источниками тепла, так и соб-
ственно изменчивостью теплового нагруже-
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ния в реальных эксплуатационных режимах
работы отдельных узлов станка. Вторая
группа возмущений связана со случайностью
процесса теплопередачи, вследствие возмож-
ной неоднородности структуры материала и
нестабильности условий конвективного  теп-
лообмена.

В матричной форме уравнение тепло-
проводности, описывающее тепловое состо-
яние любой термодинамической системы (с
позиций термодинамики металлорежущий
станок представляет собой термодинамичес-
кую систему) имеет вид [4]:

}{}]{[}]{[ FTKTC ====++++
°°°° (1)

где  [C], [K] матрицы теплоемкости, теп-

лопроводности;  °°°°
}{},{ TT - векторы узловых

температур и их производных; {F} - вектор
тепловой нагрузки.

Получить числовые характеристики
температуры можно как с использованием
плотности распределения температуры, так
и без нее. Однако, независимо от выбора под-
ходов к определению числовых характерис-
тик температуры, в силу специфичности ма-
тематического аппарата вероятностного
моделирования, требуется представление
функции температуры в удобном для реше-
ния  определенных интегралов виде. Наибо-
лее оптимальным в этом случае является
аналитическое представление. Этот факт
накладывает определенные ограничения на
выбор метода решения системы (1). Одним
из классических методов решения подобных
систем признан метод собственных значений
[5], тогда для температуры в i-ом узле полу-
чим аналитическое представление в виде [6]:
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где jkik ϕϕϕϕϕϕϕϕ , - элементы матрицы соб-

ственных векторов, kλλλλ - соответствую -
щие собственные значения, uok - элементы
вектора u, определяемых  начальными усло-
виями термодинамической системы, diag() -
обозначение диагональной матрицы, n - чис-
ло узлов расчетной схемы.

В соответствии с конечно-элементной

структурой матриц теплоемкости, теплопро-
водности и вектора тепловой нагрузки, пер-
вая группа возмущений оказывает воздей-
ствие только на вектор {F}, вторая группа
возмущений порождает флуктуации всех
составляющих решения (2): собственных век-
торов, собственных значений и вектора теп-
ловой нагрузки. Это позволяет разделить за-
дачу построения вероятностной модели на
два самостоятельных этапа. В качестве пер-
вого этапа следует рассматривать построе-
ние температурного поля при наличии слу-
чайных воздействий только от тепловой на-
грузки, а в качестве второго этапа - учиты-
вать группу возмущений, воздействующих
на все составляющие вектора температуры.

В данной работе рассмотрен только пер-
вый этап. Нетрудно убедиться, что вектор
тепловой нагрузки может быть представлен
в виде суммы неслучайной составляющей и
функции случайных величин. При этом в за-
висимости от выбора объекта моделиро-
вания будет специфично окончательное
 выражение для температуры как функции
случайных величин и ее числовых характе-
ристик, так как в этом случае определяется
соответствующая система случайных вели-
чин. Выбрав в качестве термодинамической
системы шпиндельный узел на опорах каче-
ния,  случайными величинами будем считать
три параметра, определяющих момент тре-
ния в опорах: коэффициент fo, назначаемый
в зависимости от системы смазывания и типа
подшипника, вязкость масла νννν  и средний
диаметр подшипника D. Выбор данной сис-
темы случайных величин объясняется в пер-
вую очередь выбором трибологической мо-
дели подшипника (для шпиндельных узлов на
опорах качения общепринятая модель Паль-
мгрена), а для данной модели - значительной
степенью неопределенности именно этих па-
раметров. В общем случае предложенный
набор случайных величин не исчерпывает
всю систему случайных величин, составля-
ющих вектор тепловой нагрузки, и может
быть расширен, за счет других составляю-
щих момента трения. Но функциональные
особенности вероятностного представления
момента трения полностью могут быть от-
ражены  выбранной системой случайных ве-
личин. В соответствии с теорией Пальмгре-
на представим момент трения Mтр в виде сум-
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мы неслучайной составляющей M1, завися-
щей от нагрузки, и составляющей момента
трения, обусловленной потерями на холостом
ходу, как:

 ),,( 33/2
1рт DfmcMM o νννν⋅⋅⋅⋅++++====                   (3)

здесь  с - неслучайная величина, завися-
щая только от частоты вращения шпинделя;

),,( 33/2 Dfm o νννν  - функция случайных величин.
Тогда температура Ti  в i- ом узле рас-

четной схемы можно представить в виде:
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====

⋅⋅⋅⋅++++====
istn

e
eeeoieii DfmbAT

_

1

33/2 ),,( νννν (4)

здесь  Ai - неслучайная составляющая
температуры, bie - неслучайные коэффициен-
ты, n_ist - число источников тепла.

Отметим, что решение системы (1) в этом
случае позволяет вычислять числовые харак-
теристики для отдельной узловой темпера-
туры Ti  независимо от значений температу-
ры в других узлах, несмотря на наличие фун-
кциональной связи между всеми узловыми
значениями температур. Выражение (4) по-
зволяет получить диапазон флуктуации тем-
пературного поля во всем диапазоне измене-
ния входных случайных величин. Учитывая
конкретный вид функции случайных величин

),,( 33/2 Dfm o νννν , математическое ожидание
температуры Ti, для любых законов распре-
деления случайных величин примет вид:
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(5)
где  bie - неслучайный коэффициент, fo,ср,e

- математическое ожидание коэффициента foe,
g1(ν ), g2(D)- соответствующие дифференци-
альные функции распределения для вязкос-

ти ν  и среднего диаметра D, [ ee ,1,2 νννννννν ]- диа-
пазон неопределенности вязкости e - ой опо-
ры, [D2,e, D1,e]- диапазон неопределенности
среднего диаметра e - ой опоры.

Приняв различные законы распределения
g1(ν ), g2(D), независимо от закона распреде-
ления случайной величины fo, можно полу-
чить соответствующие соотношения для ма-
тематического ожидания температуры. Рас-
сматривая вероятностную тепловую модель,
как составляющую математического обес-
печения САПР, были приняты два закона

распределения случайных величин - равно-
мерное и нормальное распределения. Этот
выбор обусловлен спецификой этапов про-
ектирования. Предполагается принятие рав-
номерного распределения - для этапа эскиз-
ного проектирования, а нормального - для
этапа технического проектирования и этапа
доводки проекта по результатам испытаний
опытного образца. Так для равномерного
закона распределения всех случайных вели-
чин, после нахождения соответствующих
первообразных для приведенных в уравнении
(5) интегралов, математическое ожидание
M[Ti] примет вид:
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где ηe - неслучайные коэффициенты,

eee ,1,2 νννννννννννν −−−−====∆∆∆∆ ; ∆ De=D2,e-D1,e.
Для более сложных законов распределе-

ния, в том числе для нормального, при отсут-
ствии первообразной, интегрирование (5) осу-
ществляется численными методами. Прове-
денный автором анализ вычислительных па-
раметров точности и быстродействия, ис-
пользуемых численных методов интегриро-
вания, показал, что наиболее эффективными
показали себя формулы Ньютона-Котеса с
повышенной точностью [7]. Вычисление дис-
персии var[Ti], независимо от законов распре-
деления случайных величин сводится к вы-
ражению вида:

∑∑∑∑ ∑∑∑∑
==== ====
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где rke, pke, sk, se -  коэффициенты, полу-
чившиеся в результате решения интегралов,
входящих в выражение для дисперсии.

На рис.1. приведен алгоритм формирова-
ния математического ожидания и дисперсии
температуры. Наличие блоков 2 и 3 и допол-
нительных двух вложенных циклов (k, e =
1,n_ist) заметно усложняют алгоритм пост-
роения температурного поля и увеличивают
вычислительные затраты, причем как видно
из рисунка, существенный рост затрат на-
блюдается  при увеличении количества ис-
точников тепловыделения. Выполнение бло-
ка 2 предполагает предварительное  опреде-
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ление законов распределения для от вязкос-

ти )(1 ννννg  и функции от среднего диаметра
g2(D).

 Анализ результатов расчетов вероятно-
стной и детерминированной моделей показал,
что математическому ожиданию температу-
ры соответствуют несколько большие зна-
чения (рис.2, кривые 1 и 2 соответственно).
Большее расхождение наблюдается при вы-
боре закона равномерного распределения для
исходных случайных величин. На рис.2. кри-
вая 2 соответствует математическому ожи-
данию температуры для законов равномер-
ного  распределения соответствующих слу-
чайных величин. В случае принятия для слу-
чайных величин fo,νννν ,D закона нормального
распределения, математическое ожидание
температуры несущественно уменьшится.
Нижняя граница флуктуации температурно-
го поля   (кривая 3) и верхняя граница (кри-
вая 4) формируют область флуктуаций тем-
пературного поля, определенную в соответ-
ствии с выражением (4). Если провести оцен-
ку влияния диапазона изменения выбранных
случайных величин на флуктуацию темпе-
ратурного поля, то наиболее существенно
влияние среднего диаметра шеек шпинделя
D. Влиянием коэффициента fo , можно пренеб-
речь, так как его вклад в суммарную дис-
персию составляет доли процента. Влияние
неопределенности вязкости существенно про-
является лишь при значительном уровне тем-
ператур.

Для осуществления прогноза о вероятно-
сти выхода уровня температур за установ-
ленные границы при заданных пределах нео-
пределенности входных случайных величин
достаточно воспользоваться процедурой
формирования интегральной функции рас-
пределения температуры. Вместе с этим, учи-
тывая что в общем случае источников теп-
ловыделения в термодинамической системе
станка может быть больше двух, то избежать
процедуру построения плотности распреде-
ления не удается.

В общем виде процесс построения функ-
ции распределения подчиняется принципу
расширяющегося ядра, сочетающего вложен-
ные операции интегрирования и дифференци-
рования с изменяющейся областью интегри-
рования. Так для двух источников тепла, рас-
сматривая коэффициент fo уже как неслучай-

ную величину, в силу ее несущественного
влияния на дисперсию,  интегральная функ-
ция распределения Т (для упрощения записи
подстрочный индекс опущен) имеет вид:

1111
21

])([(1)(
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⋅⋅⋅⋅′′′′⋅⋅⋅⋅==== ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫

212222 )])([
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dXdXdydxZg
S

′′′′⋅⋅⋅⋅′′ ∫∫∫∫∫∫∫∫ ,                   (8)

где Z1, Z2 – соответствующие функции
случайных величин для первого и второго
источников; x1, y1, x2, y2,X1,X2 – соответству-
ющие независимые случайные величины; b1,
b2 – диапазоны изменения функций случай-
ных величин для первого и второго источни-
ков; S1, S2, Sz – соответствующие области

интегрирования; [. . . ]′  - обозначение произ-
водной (введенные здесь переобозначения
приняты лишь с целью типизации интеграль-
ного выражения).

Проведенные автором машинные экс-
перименты, связанные с построением плот-
ности распределения вероятности показали,
что функция распределения температуры при
данном наборе случайных величин не подчи-
няется нормальному и любому другому из
известных законов распределения, хотя и
напоминает закон Релея и логнормальный.
Акцент на нормальный закон сделан не слу-
чайно. Во многих работах, рассматриваю-
щих вероятностный подход, для температу-
ры принимается именно нормальный закон
распределения. Но одной из задач работы
было оценить правомочность принятие “об-
щепринятого” нормального закона распреде-
ления. Если считать температурное поле, как
функцию большого числа независимых слу-
чайных величин, в равной степени влияющих
на его формирование, то в соответствии с
центральной предельной теоремой [8], для
него можно принять закон нормального рас-
пределения . Отсутствие в данной модели
нормального распределения объясняется раз-
личной степенью влияния случайных величин.
С одной стороны это ведет к усложнению
процесса прогнозирования флуктуаций тем-
пературного поля. С другой, доказывает не-
обходимость построения собственных зако-
нов распределения специфичной функции
случайных величин для построения адекват-
ных тепловых моделей.

Использование вероятностного  подхода к
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Анализ проведенных вычислительных
экспериментов показал, что в разных узло-
вых точках расчетной схемы кривые распре-
деления температуры имеет один и тот же
характер. Отличие наблюдается в численных
значениях амплитуд ординат.

Рис.3. представляет кривые распреде-
ления температуры в передней опоре шпин-
дельного узла при различных диапазонах из-
менения среднего диаметра шеек шпинделя
D. При незначительном диапазоне изменения
величины ∆ De закон распределения прибли-
жается к нормальному (кривая 1), но имеет
слишком большую погрешность при стрем-
лении его использования. При значительном
(кривая 3) – первая часть кривой распреде-
ления от нуля до вершины может быть апп-
роксимирована без значительной потери точ-
ности –  прямой. Вторая часть кривой рас-
пределения от вершины до нуля может быть
аппроксимирована функцией вида:

)1(/)( 321
2 ta eataatq −−−−−−−− −−−−⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅==== ,     (9)

где a1 , a2 , a3 – коэффициенты; t – время.
Поиск такой функции был вызван необ-

ходимостью совершенствования процедуры
построения плотности распределения темпе-
ратуры. Так как проведенные вычислитель-
ные эксперименты показали, что построение
плотности распределения температуры толь-
ко в одной узловой точке, для одного интер-
вала времени моделирования, реализованное
на ПК, на базе процессора Pentium 200 MMX
составило более 15 минут. При выборе струк-
туры функции руководствовались условием
минимальной погрешности в сопоставлении
с кривой распределения, полученной в ходе
непосредственного расчета по выражению (8)
и минимальным количеством точек кривой
распределения, по которым выполняется ап-
проксимация функции. В данной работе за-
дача построения интерполяционной функции
выполнялась, путем решения оптимизацион-
ной процедуры, реализующей метод Нелде-
ра-Мида. Отличительной особенностью дан-
ной процедуры являлось использование в со-

ставе целевой функции в качестве одного из
аргументов, значения вероятности достовер-
ного события, образованного вероятностью
попадания в область, ограниченную соответ-
ствующими независимыми случайными ве-
личинами.

Наибольшее беспокойство вызывает
средний диапазон изменения случайных ве-
личин, когда дисперсией пренебречь уже
нельзя, т.е. отказаться от вероятностной мо-
дели, и не удалось получить удачную апп-
роксимирующую функцию. В этом случае,
для минимизации вычислительных затрат,
можно предложить осуществление прогнози-
рования выхода уровня температур за уста-
новленные пределы лишь в отдельных харак-
терных точках (например в источниках теп-
ловыделения).

Таким образом, проведенные исследова-
ния позволяют сформулировать  основные
выводы.

В ы в о д ы:

1.Примененный численно-аналитический
подход к построению температурного поля
позволил свести построение вероятностной
тепловой модели к решению типовых задач
теории вероятности.

2.Модернизация базового программного
комплекса, реализующего детерминирован-
ную тепловую модель, не требует существен-
ных затрат, и в основном связана с изменени-
ем модуля построения температурного поля,
описываемого аналитическим выражением.

3.Закон распределения температуры, как
функции случайных величин нельзя априор-
но считать нормальным. Он определяется
выбором системы случайных величин и диа-
пазона их изменения. Кривая распределения
температуры для данного представления теп-
ловой модели смещена влево относительно-
нормального закона, что обусловлено разной
степенью влияния случайных величин, на
формирование флуктуаций температуры.

Технические науки Машиностроение и транспорт
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Рис.З. Результаты расчета температуры Т(1)
1 - для детерминированной тепловой модели; 2 - математи-
ческое ожидание температуры; 3, 4 - предельные значения
температуры.

Рис .1. Алгоритм формирования математического ожида-
ния и дисперсии температурного поля
i=1,n - число узлов расчетной схемы; 1,1k=1.n_ist - число
источников тепла, sum - промежуточная переменная.

Рис.2. Кривые распределения для различных диапазонов
изменения диаметров шеек шпинделя (диапазоны измене-
ния заданы относительно среднего значения диаметров
шеек шпинделя): 1- 10 %; 2-40 ^3-80%.
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