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Ëèïèëèíà Â.Â.

ÀÍÀËÈÇ J-ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ È ÂÎÏÐÎÑÛ ÈÕ ÏÐÈËÎÆÅÍÈÉ

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïîñòàíîâêå çàäà÷è èçó÷åíèÿ êëàññîâ ñòðóêòóð (ðåàëüíûõ èëè âîîáðàæà-
åìûõ), ìîäåëèðóåìûõ ñðåäñòâàìè ôîðìàëèçîâàííîãî ÿçûêà, â ÷àñòíîñòè ñ ïîìîùüþ J-ïðîñòðàíñòâ, â
êîòîðûå ïîïàäàþò ìíîãîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò òåìå
íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû êàôåäðû àëãåáðû è ãåîìåòðèè «Àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû â ìàòåìà-
òè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè».

Ôóíäàìåíò ìàòåìàòèêè è åå ïðèíöèïû ÿâ-
ëÿþòñÿ íàñòîëüêî âñåîáùèìè è ïðî÷íûìè, ÷òî
îíè, áóäó÷è îáîñíîâàíî ïðèìåíåííûìè, ïðå-
êðàñíî ðàáîòàþò âåçäå. Â ðàìêàõ ìàòåìàòèêè
ìîæíî èçîáðåòàòü íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå êîí-
ñòðóêöèè è èññëåäîâàòü, êàêèå ðåàëüíûå ïðîöåñ-
ñû èëè ÿâëåíèÿ èì ñîîòâåòñòâóþò. Äîâîëüíî
÷àñòî ìàòåìàòè÷åñêèì èçîáðåòåíèÿì äåéñòâè-
òåëüíî óäàåòñÿ íàéòè èõ ôèçè÷åñêèå àíàëîãè, óæå
âîïëîùåííûå ïðèðîäîé â ñâîèõ ñòðóêòóðàõ.
Ìîæíî ïîñòóïàòü è íàîáîðîò � êîíñòðóèðîâàòü
ìàòåìàòè÷åñêèå îïèñàíèÿ äëÿ âíîâü îòêðûâàå-
ìûõ ôèçè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ, ñîöèàëüíûõ è
ïðî÷èõ çàêîíîìåðíîñòåé è ýôôåêòîâ, â òîì ÷èñ-
ëå è âîîáðàæàåìîé ïðèðîäû.

Êàê ïîä÷åðêèâàþò Í. Áóðáàêè, ïîíÿòèå
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïîñòåïåííî ñòàíî-
âèòñÿ ãëàâíûì îáúåêòîì ñîâðåìåííîé ìàòåìà-
òèêè, îòîäâèãàÿ ÷èñëà è äàæå ìíîæåñòâà íà âòî-
ðîé ïëàí. Ïðèìåðîì òàêîé ñòðóêòóðû, èãðàþ-
ùåé âàæíóþ ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ, ÿâëÿåòñÿ áó-
ëåâà àëãåáðà. Åñëè ñòðóêòóðà ïðåäñòàâëåíà â
òåðìèíàõ êîíêðåòíî îïðåäåëåííûõ ïðàâèë ïðå-
îáðàçîâàíèÿ åå ñîñòîÿíèé, òî â îñíîâó âñåõ ðàñ-
ñóæäåíèé êëàäåòñÿ ïîíÿòèå äåéñòâóþùåãî ýëå-
ìåíòà, îïèñûâàåìîãî òðàíñôîðìàöèåé (ïðåîá-
ðàçîâàíèåì) âåêòîðîâ. Ñòðóêòóðíûå îòíîøåíèÿ
îáëàäàþò îïðåäåëåííîé óñòîé÷èâîñòüþ, èíâà-
ðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íîãî ðîäà
âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòåëü-
íî çàìåíû ýëåìåíòîâ ñòðóêòóðû íà èäåíòè÷íûå
èì â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðå.

Ðàññìàòðèâàåìûé íàìè âîïðîñ îòíîñèòñÿ ê
àëãåáðàè÷åñêîé Ê � òåîðèè – ðàçäåëó ëèíåéíîé
àëãåáðû, êîòîðàÿ â îñíîâíîì çàíèìàåòñÿ èçó÷å-
íèåì Ê � ôóíêòîðîâ è èìååò äåëî ñî ñòðóêòóð-
íîé òåîðèåé ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé è èõ ãðóïï
àâòîìîðôèçìîâ, èíà÷å, ýòî îáîáùåíèå ðåçóëü-
òàòîâ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè (ñ òî÷-
íîñòüþ äî àâòîìîðôèçìîâ) áàçèñà âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà è äðóãèõ îáùèõ òåîðåòèêî � ãðóï-
ïîâûõ ôàêòîâ î ëèíåéíûõ ãðóïïàõ íàä ïîëÿìè.

J � ïðîñòðàíñòâà ïîñòðîåíû îò íà÷àëüíûõ
ìîäåëåé (ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé ñ ñèñòåìîé ðàç-

ëè÷íûõ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ) � ÷åðåç ôîðìó-
ëèðîâêó èõ àêñèîìàòèêè � ê «êàíîíè÷åñêîé ðå-
àëèçóåìîñòè» J � ïðîñòðàíñòâ â êëàññå èñõîä-
íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ àëãåáð (ãðóïïû ïîäñòà-
íîâîê � àáñòðàêòíûå ãðóïïû � ðåãóëÿðíàÿ ïðåä-
ñòàâèìîñòü ãðóïï ïî À. Êåëè). Òàêèì îáðàçîì,
J � ïðîñòðàíñòâà äàþò àêñèîìàòè÷åñêîå îïèñà-
íèå àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ñèñòåìîé ðàçëè÷-
íûõ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ. Òèïè÷íûå ïðèìåðû
J-ïðîñòðàíñòâ îáðàçóþò òðè âèäà ôóíêöèé: ðàç-
íîðàçìåðíûå âåêòîðû, ìàòðèöû ðàçëè÷íûõ
ôîðìàòîâ è ÷àñòè÷íûå îòîáðàæåíèÿ.

J � ïðîñòðàíñòâà îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ïðî-
ñòåéøèõ, â íåãî ïîïàäàþò, â ÷àñòíîñòè, âñå êëàñ-
ñè÷åñêèå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, ò. ê. îíè òðè-
âèàëüíûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìû ïðÿìûì ïðî-
èçâåäåíèåì îäíîýëåìåíòíîé ïîëóðåøåòêè íà
ñàìî ïðîñòðàíñòâî. (Çäåñü îáùåïðèíÿòû òåðìè-
íû: ïîëóðåøåòêà � êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà
èäåìïîòåíòîâ, «ëèíåàë» � ëèíåéíîå (âåêòîðíîå)
ïðîñòðàíñòâî íàä íåêîòîðûì ïîëåì). Äðóãîé
ïîëþñ ýòîãî êëàññà îáðàçóþò ñàìè ïîëóðåøåò-
êè, èáî êàæäàÿ èç íèõ òîæå èçîìîðôíà ïðîèç-
âåäåíèþ åå íà íóëåâîé ëèíåàë. Îñíîâíîé æå
ñîñòàâ óêàçàííîãî âûøå êëàññà îáðàçóþò íåòðè-
âèàëüíûå ñîáñòâåííî J � ïðîñòðàíñòâà, ïðåäñòà-
âèìûå ïðîèçâåäåíèåì íåîäíîýëåìåíòíûõ ïîëó-
ðåøåòîê è ëèíåàëîâ.

Äëÿ îäíîçíà÷íîñòè äàäèì îïðåäåëåíèå
òåðìèíà:

J-ïðîñòðàíñòâî � ýòî ïîëóãðóïïîâîé àíàëîã
êëàññè÷åñêîãî âåêòîðíîãî (=ëèíåéíîãî) ïðî-
ñòðàíñòâà, ò. å. àëãåáðà ( )}Fk,;Ò{Ò

des
+= , â êîòîðîé

ñëîæåíèå [+] àññîöèàòèâíî, êîììóòàòèâíî è
îáû÷íûì îáðàçîì ñîãëàñîâàíî ñ îïåðàòî-
ðîì ( )[ ]Fk ∈⋅  óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû ïîëÿ

Ty,xèFm,kâñåõäëÿ:1,O,;FF
des

∈∈>−+<=
èìååì: ê·(õ+ó)= ê·õ+ê·ó è (k+m)·x= k·x+ m·x;
âåðíû òàêæå àêñèîìû: k·(m·x)=(km)·x, 1·x=x.

Îñíîâíàÿ ñòðóêòóðíàÿ ïðîáëåìà àëãåáðû
çàêëþ÷àåòñÿ, âî-ïåðâûõ, â óñòàíîâëåíèè ðàçëî-
æèìîñòè äàííîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû íà
áîëåå ïðîñòûå êîìïîíåíòû, è, âî-âòîðûõ, â íà-
õîæäåíèè êîíñòðóêòèâíîé ïðîöåäóðû, ïîçâî-
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Åñòåñòâåííûå íàóêè

ëÿþùåé îñóùåñòâëÿòü îáðàòíîå � âîññòàíîâëå-
íèå, ñèíòåç ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èç ñîâî-
êóïíîñòè ïîäîáíûõ êîìïîíåíò. Âñÿêîå òàêîå J-
ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâèìî ðàçáèåíèåì íà ñî-
ñòàâëÿþùèå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. È îáðàò-
íî, åñëè çàäàíà êàêàÿ-ëèáî ñèñòåìà{ }

Ξ∈ξξÒ  âåê-
òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ Ò

î
, òî êîíñòðóèðóåòñÿ J-

ïðîñòðàíñòâî, ñîñòàâëÿþùèìè êîòîðîãî áóäóò
(ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) è ýòè Ò

î
. Â [2]

èçëîæåíî ðåøåíèå çàäà÷è, ïî êîòîðîìó îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîëüíîå J-ïðîñòðàíñòâî èçî-
ìîðôíî ïîãðóæàåòñÿ â ñâîþ íàäàëãåáðó ñ «êðàé-
íèìè � íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì» ñîñòàâëÿ-
þùèìè.

Â ýòîé æå îïòèìàëüíîé íàäàëãåáðå íàõî-
äèò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå âîïðîñ î òàê íà-
çûâàåìîé «íàñûùàåìîñòè íàèáîëüøåãî» ñî-
ñòàâëÿþùåãî, ÷òî îòêðûâàåò ïîäõîä ê âàæíîé
ïðîáëåìå áàçèñà â J-ïðîñòðàíñòâå. (Çäåñü ïîíÿ-
òèå «íàäàëãåáðà J-ïðîñòðàíñòâà» çàìåíÿåò ãðî-
ìîçäêóþ ôðàçó «íàä J-ïðîñòðàíñòâî J-ïðîñòðàí-
ñòâà», à «îïòèìàëüíàÿ» ïîíèìàåòñÿ â îáùåïðè-
íÿòîì ñìûñëå, à èìåííî,� «íàèëó÷øàÿ, íàèáî-
ëåå áëàãîïðèÿòíàÿ»). Òîãäà îñíîâíîé êàðêàñ
ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé íàäàëãåáðû è ïðèñî-
åäèíåíèÿ êðàéíèõ ñîñòàâëÿþùèõ ïî äàííîìó J-
ïðîñòðàíñòâó Ò ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñëåäóþùàÿ
ñõåìà:

Íàä ïîëåì 1,0,;FF >+=<  èìååì:

( ) ( ) JFk,0,;TTÒ )1
des
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Â íàøåì ñëó÷àå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî, íå îáÿ-
çàòåëüíî êîíå÷íîãî íàáîðà èíäåêñîâ Ξ , îáëà-
äàþùåãî êàêèì � ëèáî ïîðÿäêîì èëè âîâñå íå-
óïîðÿäî÷åííîãî, ìíîæåñòâî ξΞ∈ξ∏ L  � ýòî ñîâî-
êóïíîñòü âñåõ « Ξ  � êîðòåæåé» Ξ∈ρρx  òàêèõ,
÷òî ( )Ξ∈ρ∈ ρρ Lx . È ïðè îñóùåñòâëåíèè îñíîâ-
íîé êîíñòðóêöèè ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðîå óòÿ-
æåëåíèå íàãëÿäíîñòè: «êîðòåæè êîðòåæåé».

Èç ïðåäëîæåííîé âûøå ñõåìû âèäíî, ÷òî
äëÿ J-ïðîñòðàíñòâ ðåøåíà îñíîâíàÿ ñòðóêòóð-
íàÿ ïðîáëåìà àëãåáðû è óñòàíîâëåíà ðåãóëÿð-
íàÿ ïðåäñòàâèìîñòü â êëàññå áèåêöèé. J-ïðî-
ñòðàíñòâà  ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïåðåõîäå
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îò ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ íà åäèíîé
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ê àëãåáðàì ôóíêöèé, çà-
äàííûõ íà ïîëóðåøåòêå ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ,
íåñîâïàäåíèå îáëàñòåé çàäàíèÿ ïðèâîäèò ê ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîäíîýëåìåíòíîñòè ìíîæåñòâà íóëåâûõ
ôóíêöèé «ñèñòåìû èäåìïîòåíòîâ»� îñíîâíîé
ñïåöèôèêå J-ïðîñòðàíñòâ.

À â [8] (Ò.4, ñòð. 423) äàåòñÿ «ôóíêöèîíàëü-
íîå» îïðåäåëåíèå: ξΞ∈ξ∏ L  -ìíîæåñòâî òàêèõ
ôóíêöèé U Ξ∈ξ ξ→Ξ L:f , ÷òî ( ) ξ∈ξ Lf  äëÿ êàæäî-
ãî Ξ∈ξ . Òàêàÿ «ôóíêöèîíàëüíàÿ èíòåðïðåòà-
öèÿ» ïîçâîëÿåò äåëàòü îïèñàíèå ãëàâíîé èç ïðè-
ìåíÿåìûõ êîíñòðóêöèé áîëåå ïðîñòûì.

Èçó÷åíèå òåîðèè J � ïðîñòðàíñòâ èìååò, íå
òîëüêî êëàññè÷åñêîå îïðàâäàíèå, íî îòêðûâà-
åò, íà íàø âçãëÿä, íåïëîõèå ïåðñïåêòèâû äëÿ
ðàçâèòèÿ ñàìîé òåîðèè, à òàêæå ïîçâîëÿåò ñî-
çäàòü ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé, â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèëîæåíèé ê ïîñòðîå-
íèþ ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

Âñòàåò çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ïîñòðîåííîé
ñòðóêòóðû, âûÿâëåíèÿ ëîãè÷åñêèõ îòíîøåíèé
â íåé è ïîèñêà ïðèëîæåíèé â òàêèõ ñèñòåìàõ, â
êîòîðûõ âîçìîæíî àáñòðàãèðîâàíèå îò ñîñòà-
âà ýëåìåíòîâ è ôèçè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó íèìè, îòíîøåíèÿ ìåæäó êîòîðûìè ìî-
ãóò áûòü ñàìîé ðàçíîé ïðèðîäû (ïðîñòðàí-
ñòâåííûå, âðåìåííûå, îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâà-
íèÿ êîððåëÿöèè è ò. ä.), òî åñòü èçó÷åíèå êëàñ-
ñîâ ñòðóêòóð îïðåäåëÿåìûõ ñðåäñòâàìè ýòîãî
ôîðìàëèçîâàííîãî ÿçûêà.

Íàèáîëåå óäîáíîé äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ëþ-
áîé òåõíîëîãèè â ôîðìàëüíîì âèäå îêàçàëàñü
ñòðóêòóðà, î÷åíü áëèçêàÿ ê ñòðóêòóðå àëãåáðà-
è÷åñêîé ñèñòåìû â ìàòåìàòèêå.

Ôîðìàëüíûå òåõíîëîãèè, îïåðèðóþò ñ ëþ-
áûìè � ðåàëüíûìè èëè âîîáðàæàåìûìè (àáñò-
ðàêòíûìè) îáúåêòàìè ôîðìàëüíûì îáðàçîì �
òî åñòü â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðîãèìè ôîðìàëü-
íûìè ïðàâèëàìè, áàçèðóþùèìèñÿ íà ìîùíîì
ìàòåìàòè÷åñêîì ôóíäàìåíòå. Ïðè÷åì, åñëè ìà-

òåìàòèêà ðàáîòàåò â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ ÷èñëî-
âûìè èëè êîäîâûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè îáúåê-
òîâ, òî ôîðìàëüíûå òåõíîëîãèè � ñ ëþáûìè èõ
ïðåäñòàâëåíèÿìè � ÷èñëîâûìè, ãåîìåòðè÷åñêè-
ìè, ìîäåëüíûìè, ôèçè÷åñêèìè è ò. ä.

Ýòî è ïîíÿòíî: ðàç ôîðìàëüíàÿ òåõíîëîãèÿ
ÿâëÿåòñÿ ñâîåîáðàçíûì ðàñøèðåíèåì ñàìîé
ìàòåìàòèêè, òî åñòåñòâåííî, ôóíäàìåíòàëüíûå
ìàòåìàòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè äîëæíû ñîõðà-
íÿòü ñâîþ çíà÷èìîñòü è â ðàìêàõ íîâîé êîí-
öåïöèè. Ñîãëàñíî åé ëþáàÿ êîíêðåòíàÿ ôîð-
ìàëüíàÿ òåõíîëîãèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïî-
ìîùüþ äâóõ ìíîæåñòâ � ìíîæåñòâî èñõîäíûõ
(áàçîâûõ) îáúåêòîâ îïåðàöèè («ýëåìåíòîâ
áàçû») è ìíîæåñòâà ñàìèõ îïåðàöèé íàä ýòèìè
îáúåêòàìè, ïðè÷åì äëÿ ñàìîðàçâèâàþùèõñÿ
òåõíîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî
ìîæåò áûòü ïóñòûì.

Ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ
ñòðóêòóð, àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ãåîìåò-
ðèè Ëîáà÷åâñêîãî è íåêîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ, äî ñèõ ïîð ïðèìåíÿâøèõñÿ ëèøü â
ìîäåëèðîâàíèè êîñìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ÿâëÿ-
þòñÿ íàíîòåõíîëîãèè. Íàíîòåõíîëîãèè ïîçâî-
ëÿþò ñòðîèòü âåùåñòâî ïî çàðàíåå ðàçðàáîòàí-
íîìó ïëàíó. Ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà íàíîîáúåê-
òîâ çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò õàðàêòåðèñòèê
ïðèâû÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Â íàíîâåùåñòâå àêòèâ-
íîé ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè âñÿ ïîâåðõíîñòü, â òî
âðåìÿ êàê â îáû÷íîì âåùåñòâå âíåøíÿÿ ïîâåð-
õíîñòü ñîñòàâëÿåò íåçíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü. Îòñþ-
äà óäèâèòåëüíûå ñâîéñòâà íàíîâåùåñòâ, äëÿ
îïèñàíèÿ êîòîðûõ íå ïîäõîäÿò òðàäèöèîííûå
ìåòîäû ìàòåìàòèêè, íóæíû êâàíòîâûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ. Èññëåäîâàíèÿìè [9] ïî ìîäåëèðîâà-
íèþ è ïîëó÷åíèþ íàíîìàòåðèàëîâ óñòàíîâëå-
íî, ÷òî íîâûå ìàòåðèàëû îïèñûâàþòñÿ â ìíî-
ãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ èçó÷åíèå âîçìîæíîñòåé J � ïðîñòðàíñòâà äëÿ
êîíñòðóêòèâíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íîâûõ òåõíî-
ëîãèé.
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