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Ýëåêòðè÷åñêàÿ ìàøèíà ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé
ýëåêòðîìàãíèòíîé ñèñòåìîé, ñîäåðæàùåé â îáùåì
ñëó÷àå N êîíòóðîâ ñ òîêàìè îáìîòîê ñòàòîðà è M
êîíòóðîâ ñ òîêàìè îáìîòîê ðîòîðà è âûïîëíåííîé
èç ìàòåðèàëîâ ñ íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè. Â òà-
êîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ýëåêòðîìå-
õàíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåðãèè ìîæåò áûòü
ðåøåíà òîëüêî ÷èñëåííî.

Ïðåäëàãàåòñÿ îñóùåñòâèòü ñîâìåñòíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ñîñòîÿíèå ìàãíèòíîãî
ïîëÿ, ñ êîìïëåêñíûìè óðàâíåíèÿìè, óäîâëåòâîðÿ-
þùèìè çàêîíàì Êèðõãîôà äëÿ êîíòóðîâ îáìîòîê
ýëåêòðè÷åñêîé ìàøèíû. Äëÿ ýòîãî ïðåíåáðåæåì
âëèÿíèåì âûñøèõ ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ
òîêîâ è ïðè ìîäåëèðîâàíèè áóäåì èñïîëüçîâàòü ïî-
íÿòèå ýêâèâàëåíòíîé ñèíóñîèäû òîêà [1]. Òàêîå äî-
ïóùåíèå äëÿ áîëüøèíñòâà ýëåêòðè÷åñêèõ ìàøèí
ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì, òàê êàê ïðè ñèíóñîèäàëüíîì
íàïðÿæåíèè ïèòàíèÿ îáìîòîê èõ ïîòîêîñöåïëåíèÿ
ìîæíî ñ÷èòàòü ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè [2].
Äåéñòâóþùåå æå çíà÷åíèå ýêâèâàëåíòíîé ñèíóñîè-
äû òîêà ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî äåéñòâóþùåìó çíà-
÷åíèþ ðåàëüíîãî òîêà. Ýòî îáåñïå÷èâàåò âûïîëíå-
íèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è ïîçâîëÿåò èñïîëü-
çîâàòü ïðè ðàñ÷åòàõ ñèìâîëè÷åñêèé ìåòîä ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ âðåìåííûõ ôóíêöèé.

Ñ ôèçè÷åñêîé  òî÷êè çðåíèÿ ïðåíåáðåæåíèå
âûñøèìè ãàðìîíè÷åñêèìè ñîñòàâëÿþùèìè òîêîâ
îáìîòîê ýêâèâàëåíòíî äîïóùåíèþ, ÷òî ïåðåìàã-
íè÷èâàíèå ìàãíèòíîãî ìàòåðèàëà ïðîèñõîäèò íå ïî
ïåòëå ãèñòåðåçèñà, à ïî ýëëèïñó, èìåþùåìó ðàâ-
íóþ ïåòëå ïëîùàäü â êîîðäèíàòàõ B è H (ðèñóíîê
1). Ôóíêöèè H=H

m
⋅sinωt è B=B

m
⋅sin(ωt−γ) ÿâëÿþò-

ñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ýëëèïñà. Ýë-
ëèïòè÷åñêàÿ ïåòëÿ ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà
òðåìÿ âèäàìè ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè [3]. «Óï-
ðóãàÿ» ïðîíèöàåìîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì
ìàãíèòíîé èíäóêöèè B â ìîìåíò âðåìåíè t = T/4,
êîãäà ìãíîâåííîå çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà:
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Â ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ ìåòîä ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïëåêñíîé ìàãíèòíîé
ïðîíèöàåìîñòè, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ äëÿ äâóõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, ñäâèíóòûõ
íà ÷åòâåðòü ïåðèîäà. Âîçìîæíî, âûïîëíèâ ðàñ÷åò ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ îäíîãî ïîëîæåíèÿ ðîòîðà,
ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ïîëå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè è îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû ýëåêòðè÷åñêîé
ìàøèíû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå ÌÊÐ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñ ó÷åòîì íàñûùåíèÿ ìàòåðèàëà.

«Âÿçêàÿ» ïðîíèöàåìîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà-
÷åíèåì ìàãíèòíîé èíäóêöèè RB  â ìîìåíò âðåìå-
íè t = 0,  êîãäà H ïðîõîäèò ÷åðåç íóëü:
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Èñïîëüçóÿ êîìïëåêñíûé ìåòîä,  ãàðìîíè÷åñ-
êèå ôóíêöèè Â è Í ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âðà-
ùàþùèõñÿ âåêòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ íà ñâîåé
âðåìåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îáðàçóåò êðó-
ãîâîå ïîëå. Êîìïëåêñíàÿ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü
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íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò,  èçìåíÿþùèé ìàñøòàá

Ðèñóíîê 1. Çàâèñèìîñòü B=f(H) â ñëó÷àå ïðåíåáðåæåíèÿ
âëèÿíèåì âûñøèõ âðåìåííûõ ãàðìîíèê òîêà
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âðåìåííûõ îñåé ïðè ïåðåíîñå âåêòîðà mB&  â ïëîñ-
êîñòü âåêòîðà mH&  (èëè íàîáîðîò).

Ïðè ïåðåíîñå âåêòîðà mB&  â êîìïëåêñíóþ âðå-
ìåííóþ ïëîñêîñòü âåêòîðà mH&  ïîëó÷èì äâà âåê-
òîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè AB&  è RB& :

H)j(HB mRAmm
&&& =⋅µ⋅−µ=⋅µ=

.BjBHjH RAmRmA
&&&& ⋅−=⋅µ⋅−⋅µ=

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñîñòàâëÿþùèõ êîìï-
ëåêñíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè Aµ  è Rµ  çíà-
÷åíèÿ âåêòîðîâ AB&  è RB&  õàðàêòåðèçóþò çíà÷åíèå
âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè mB&  â äâà ñäâèíó-
òûõ íà ÷åòâåðòü ïåðèîäà ìîìåíòà âðåìåíè. Ýòî
ïîçâîëÿåò äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè B(H)
ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ñîñòîÿíèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Òàê, äëÿ ïîëîæå-
íèÿ âåêòîðîâ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 2, íà
îñíîâàíèè òåîðèè âðàùàþùèõñÿ ïîëåé ìîæíî
çàïèñàòü
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ãäå 1B& è 1Bj &⋅ � ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ
ìàãíèòíîé èíäóêöèè ïðÿìîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0 è t = T/4;

2B& è 2Bj &⋅  � ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ
ìàãíèòíîé èíäóêöèè îáðàòíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0 è t = T/4.

Ðåøàÿ ñèñòåìó (1) îòíîñèòåëüíî âåêòîðîâ ìàã-
íèòíîé èíäóêöèè ïðÿìîé è îáðàòíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ïîëó÷èì
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Â îáùåì ñëó÷àå çíà÷åíèå âåêòîðà ìàãíèòíîé
èíäóêöèè â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îïðå-
äåëèòñÿ âûðàæåíèåì
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Îòìå÷åííàÿ îñîáåííîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿ-
òèÿ êîìïëåêñíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ïîçâî-
ëÿåò äëÿ ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ýôôåêòèâíî ïðè-
ìåíèòü óðàâíåíèå Ïóàññîíà. Äëÿ ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâåííûé âåêòîð ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ A

&r  ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå òåíçîðà
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â êîòîðîì âåùåñòâåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ AA
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 îïðåäå-
ëèò çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè â ìîìåíò âðå-
ìåíè t = T/4, ìíèìàÿ RA

r
 � â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè ïî-
çâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñòàöèîíàðíîå ñîñòî-
ÿíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ è äàåò âîçìîæíîñòü, èñïîëü-
çóÿ âûðàæåíèÿ (1) � (3), îïðåäåëèòü õàðàêòåðèñòè-
êè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê óñòàíîâëåíèþ ñâÿçè ïîòåí-
öèàëüíîé ôóíêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ A

&r

 ñ íàïðÿæå-
íèåì ïèòàíèÿ îáìîòîê ýëåêòðè÷åñêîé ìàøèíû. Â
ñèëó êîíñòðóêòèâíûõ îñîáåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêèõ
ìàøèí äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà öåëåñîîá-
ðàçíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, âûá-
ðàâ öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò )z,,r( α ,
äëÿ êîòîðîé óðàâíåíèå Ïóàññîíà èìååò âèä [2]:
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 - ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà.
Ïðè äîïóùåíèè î ïëîñêîïàðàëëåëüíîñòè ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ äâèãàòåëÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà  èìååò
ñëåäóþùèé âèä:
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Íà ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü â ïëîñêîñòè α0r  íàíî-
ñèòñÿ ïîëÿðíàÿ ñåòêà. Ðàçìåðû ÿ÷ååê ñåòêè âûáè-
ðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èçìåíåíèå ïîòåíöè-
àëüíîé ôóíêöèè ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè ïðîèñ-
õîäèëî ïî ëèíåéíîìó çàêîíó. Ýòî äîïóùåíèå ñî-
îòâåòñòâóåò ïîñòîÿíñòâó ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ ñðå-
äû â ïðåäåëàõ ÿ÷åéêè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Áðàâè÷åâ Ñ.Í., Áûêîâñêèé Â.Â. Ïðèìåíåíèå ïîíÿòèÿ êîìïëåêñíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè...

Ðèñóíîê 2. Ê îïðåäåëåíèþ âðåìåííûõ ñîñòàâëÿþùèõ
âåêòîðîâ ìàãíèòíîé èíäóêöèè ïðÿìîé è îáðàòíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé (i, k) óçåë ñåòêè (ðè-
ñóíîê 3). Âîêðóã (i, k) óçëà âûäåëÿåì ïëîùàäêó,
îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì 0-2-4-6-0. Äëÿ óäîáñòâà
âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðîâ êîíòóðà òî÷êè 0, 2, 4, 6 ðàñ-
ïîëàãàþòñÿ â öåíòðå ñðåäíèõ ëèíèé ÿ÷ååê ñåòêè.
Âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì ïîëíîãî òîêà â èíòåãðàëü-
íîé ôîðìå. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè áóäåì ïðåíåáðå-
ãàòü ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ïëîòíîñòè òîêà ,δ&

r
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ëîâëåííîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ ñðåäû.
Â äàëüíåéøåì ïðè ïåðåõîäå ê êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì
óðàâíåíèÿì åå âëèÿíèå íà ïîòåíöèàëüíóþ ôóíê-
öèþ áóäåò ó÷òåíî èñïîëüçîâàíèåì êîìïëåêñíîé
ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè. Ïðîâîäÿ èíòåãðèðîâà-
íèå ïî êîíòóðó 0-2-4-6-0, ïîëó÷èì
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&&rr

.

Ïåðåéäåì îò ïðîèçâîäíûõ â ïîëó÷åííûõ âû-
ðàæåíèÿõ ê óðàâíåíèÿì â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ:

)k,i(Q

)1k,i(A)k,i(A
)k,i(Br

−−=
&&

& ;               (6)

)i(r
)k,1i(A)k,i(A

)k,i(B
∆

−−=α

&&
& ;              (7)













+µ⋅
+∆+

µ⋅
∆⋅−−=⋅

µ∫ )k,1i(2

)1i(r

)k,i(2

)i(r

)k,i(Q

)1k,i(A)k,i(A
dr

B2

0

r
&&&

;

⋅
+∆

+−=α⋅⋅
µ∫ α

)1i(r

)k,1i(A)k,i(A
dr

B4

2

&&&













++µ⋅
+++++

+µ⋅
++⋅

)1k,1i(4

)1k,i(Q)1k,1i(Q

)k,1i(4

)k,1i(Q)k,i(Q
;

⋅
+

+−=⋅
µ∫ )1k,i(Q

)1k,i(A)k,i(A
dr

B6

4

r
&&&













+µ⋅
∆+

++µ⋅
+∆⋅

)1k,i(2

)i(r

)1k,1i(2

)1i(r
;

⋅
∆

−−=α⋅⋅
µ∫ α

)i(r

)k,1i(A)k,i(A
dr

B0

6

&&&













µ⋅
+−+

+µ⋅
+++−⋅

)k,i(4

)k,i(Q)k,1i(Q

)1k,i(4

)1k,i(Q)1k,1i(Q
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:













+µ
+∆+

µ
∆⋅=

)k,1i(

)1i(r

)k,i(

)i(r

)k,i(Q

5,0
)k,i(C

r ;

⋅
+∆

=+
α )1i(r

25,0
)k,1i(C













++µ
+++++

+µ
++⋅

)1k,1i(

)1k,i(Q)1k,1i(Q

)k,1i(

)k,1i(Q)k,i(Q
;













+µ
∆+

++µ
+∆⋅

+
=++

)1k,i(

)i(r

)1k,1i(

)1i(r

)1k,i(Q

5,0
)1k,1i(C

r ;

Òåõíè÷åñêèå íàóêè

Ðèñóíîê 3. Ñõåìà (i, k) óçëà ñåòêè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
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⋅
∆

=+
α )i(r

25,0
)1k,i(C













µ
+−+

+µ
+++−⋅

)k,i(

)k,i(Q)k,1i(Q

)1k,i(

)k,1i(Q)1k,1i(Q

� êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå
ìàãíèòíûå ñâîéñòâà è ðàçìåðû ÿ÷ååê ðàñ÷åòíîé
îáëàñòè;

∫
ρ

ρ∂⋅δ=
r&r& )k,i(Jz  � çíà÷åíèå êîìïëåêñà òîêà, îõâà÷åí-

íîãî êîíòóðîì èíòåãðèðîâàíèÿ 0-2-4-6-0, îòíîñè-
òåëüíî (i, k) óçëà.

Ïîñëå çàìåíû èíòåãðàëîâ â âûðàæåíèè (5) è
ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå äëÿ ðàñ÷åòà çíà÷å-
íèÿ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè (i, k) óçëà ðàñ÷åòíîé
îáëàñòè.

)1k,i()1k,1i(

)k,1i()k,i(

)k,i()1k,i()k,1i(A

)1k,1i()1k,i(A

)k,1i()k,1i(A

)k,i()1k,i(A

)k,i(A

CC
CC

JC
C
C
C

r

r

z

r

r

++++

+++

++⋅−

+++⋅+

++⋅+

+⋅−

=

α

α

α

α

&&

&

&

&

& .     (8)

Âûðàæåíèå (8) ïî ôîðìå çàïèñè íå îòëè÷àåòñÿ
îò èçâåñòíûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé äëÿ
ñòàöèîíàðíûõ ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ ìàãíèòíûõ
ïîëåé. Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå ôèçè÷åñêèé ñìûñë
óðàâíåíèÿ øèðå, òàê êàê íà îñíîâàíèè âûðàæåíèé
(2, 3, 6, 7) óðàâíåíèå (8) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èí-
ôîðìàöèþ î ñîñòîÿíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè.

Óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèþ (8), ìîãóò
áûòü ñîñòàâëåíû äëÿ âñåõ óçëîâ ñåòêè ðàñ÷åòíîé
îáëàñòè è îáðàçóþò ñèñòåìó, ðåøåíèå êîòîðîé ïî-
çâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëüíîé

ôóíêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è
âñå èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ýëåêòðè÷åñêîé
ìàøèíû.

Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ íàñûùåíèÿ ìàãíèòíîé
öåïè, à òàêæå ó÷åòà ïîòåðü â ñòàëè, â õîäå ðåøåíèÿ
ñèñòåì óðàâíåíèÿ âèäà (8) òðåáóåòñÿ êîððåêòèðî-
âàòü çíà÷åíèå ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè â ÿ÷åé-
êàõ ñåòêè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Êîððåêòèðîâêó ïðî-
âîäÿò ñîãëàñíî êðèâûì íàìàãíè÷èâàíèÿ èñïîëüçó-
åìûõ ìàãíèòíûõ ìàòåðèàëîâ â çàâèñèìîñòè îò ïî-
ëó÷àåìîãî â ÿ÷åéêå çíà÷åíèÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè.

Çíà÷åíèå ìàãíèòíîé èíäóêöèè â ÿ÷åéêå ìîæ-
íî îïðåäåëèòü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàäèàëüíàÿ Br

&  è òàí-
ãåíöèàëüíàÿ B& α  ñîñòàâëÿþùèå ìàãíèòíîé èíäóê-
öèè â ÿ÷åéêå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè (ðèñóíîê 3) ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé äâà îðòîãîíàëüíûõ â ïðîñòðàíñòâå
âðåìåííûõ âåêòîðà. Òî åñòü

;BjBB rRrAr ⋅+= &&      RA BjBB ααα ⋅+= && ,

ãäå rAB  è ABα  � ñîîòâåòñòâåííî  ðàäèàëüíàÿ è òàí-
ãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ïðîñòðàíñòâåííî-
ãî âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè â ìîìåíò âðå-
ìåíè t=T/4;

rRB  è RBα  � ðàäèàëüíàÿ  è  òàíãåíöèàëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè â
ìîìåíò âðåìåíè t=0.
Òîãäà ìîäóëü ïðîñòðàíñòâåííîãî âåêòîðà ìàã-

íèòíîé èíäóêöèè

RA
2

R
2
rR

2
A

2
rA BjBBBjBBB ⋅−=+⋅−+= αα

&&& .

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (2) è (3) çíà÷åíèå ìàã-
íèòíîé èíäóêöèè â ÿ÷åéêå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè

2
R

2
rR

2
A

2
rAm BBBBB αα +++= .             (9)

Òàêèì îáðàçîì, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì, âû-
ïîëíèâ ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ
îäíîãî ïîëîæåíèÿ ðîòîðà, ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ
î ìàãíèòíîì ïîëå äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè è
âûïîëíèòü ðàñ÷åò ïàðàìåòðîâ è õàðàêòåðèñòèê
ýëåêòðè÷åñêîé ìàøèíû.
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