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Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÏÀÐÀÕ ÄÂÓÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÅÌÅÉÑÒÂ
2-ÏËÎÑÊÎÑÒÅÉ Â ÏßÒÈÌÅÐÍÎÌ ÏÐÎÅÊÒÈÂÍÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ïàðû äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ 2-ïëîñêîñòåé â Ð
5
, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè îäíîñòîðîííèõ ðàññëîÿåìûõ ïàð äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ 2-ïëîñêîñòåé â
Ð

5 
èëè ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè îäíîñòîðîííèõ ïàð Ò. Èçëîæåíèå âåäåòñÿ ìåòîäîì âíåøíèõ ôîðì Êàðòà-

íà [1].

§1. Îñíîâíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ïÿòèìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðî-
ñòðàíñòâî Ð

5
, â êîòîðîì ââåäåí ïîäâèæíûé ðåïåð

{ }( )6,...,2,1k,j,iA i = . Èíôèíèòåçèìàëüíûå ïåðåìå-
ùåíèÿ ýòîãî ðåïåðà îïðåäåëèì ñèñòåìîé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé j

j
ii AdA ω= , ãäå ôîðìû

Ïôàôôà j
iω  óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ñòðóêòóðû

ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà j
k

k
i

j
iD ω∧ω=ω .

Â Ð
5
 ðàññìîòðèì ïàðó äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ ñå-

ìåéñòâ 2-ïëîñêîñòåé ( )α  è β, ìåæäó 2-ïëîñêîñòÿ-
ìè êîòîðûõ óñòàíîâëåíà áèåêöèÿ. Ïîíÿòèå îäíî-
ñòîðîííåé ïàðû Ò è îäíîñòîðîííåé ðàññëîÿåìîé
ïàðû ñåìåéñòâ ( )α  è )(β  áûëè ââåäåíû â[2] è [3].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ò1 îäíîñòîðîííþþ ïàðó Ò
ñåìåéñòâ ( )α  è )(β  â íàïðàâëåíèè îò ( )α  ê )(β , à
÷åðåç Ò-1 â íàïðàâëåíèè îò )(β  ê ( )α . Àíàëîãè÷íî
îáîçíà÷èì ÷åðåç R1 îäíîñòîðîííå ðàññëîÿåìóþ
ïàðó ñåìåéñòâ ( )α  è )(β  â íàïðàâëåíèè îò ( )α  ê )(β
è ÷åðåç R-1 â íàïðàâëåíèè îò )(β  ê ( )α .

Îïðåäåëèì 2-ïëîñêîñòü ( )α  òî÷êàìè À
1
, À

2
, À

3
,

à 2-ïëîñêîñòü )β òî÷êàìè À
4
, À

5
, À

6
.

Åñëè ñåìåéñòâà ( )α  è )(β  îáðàçóþò ïàðó Ò1,
òî, êàê èçâåñòíî [2], áóäóò èìåòü ìåñòî óðàâíåíèÿ:
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2ω  ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìû-
ìè. Åñëè ñåìåéñòâà ( )α  è )(β  îáðàçóþò ïàðó R1, òî
ñîãëàñíî [3] áóäóò èìåòü ìåñòî óðàâíåíèÿ
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ãäå ,4=υ , 5, 6.

§ 2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ò1 R1

Îïðåäåëåíèå. Ïåðåõîä îò ïðîèçâîëüíî çàäàí-
íîãî ñåìåéñòâà ( )α  ê ñåìåéñòâó )(β , ïðè êîòîðîì
ïàðà ñåìåéñòâ ( )α  è )(β  îáðàçóþò ïàðó Ò1R1 (ò. å.
ïàðó Ò1 è ïàðó R1), íàçîâåì ïðåîáðàçîâàíèåì Ò1R1.

Óðàâíåíèå (5), â ñèëó óðàâíåíèé (1), (2), ñâî-
äèòñÿ ê òðåì óðàâíåíèÿì:
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç (S) ñèñòåìó óðàâíåíèé (1),
(3), à ÷åðåç (S�) ñèñòåìó óðàâíåíèé (1), (2), (3), (4),
(6). Ñèñòåìà (S) îïðåäåëÿåò ïðîèçâîëüíîå ñåìåé-
ñòâî ( )α . Åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîäåðæèò,
êðîìå ôîðì 4

1ω  è 5
2ω , íåçàâèñèìûõ íà ëþáîì èí-

òåãðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè, è ëåâûõ ÷àñòåé óðàâíå-
íèé (1) 14q =  ôîðì:
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñ-
òåìà ôîðì ñèñòåì (S�) âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ôîðìû
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû (S), è, ñëåäîâàòåëü-
íî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïåðåìåííûå ñèñòåìû (S�)
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ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî îíè áóäóò ñîäåðæàòü õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèå ïåðåìåííûå ñèñòåìû (S).

Òàê êàê ñèñòåìà (S) íàõîäèòñÿ â èíâîëþöèè,
òî, âçÿâ êàêîå-íèáóäü åå ðåøåíèå è âíåñÿ åãî â ñè-
ñòåìó (S�), ìû îáðàòèì âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (S)
â òîæäåñòâà. Ââèäó òîãî, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (S)
çàäàíî, âñå åå q  èñêîìûõ ôîðì (7) áóäóò òåïåðü
äàíû èçâåñòíûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè íå-
çàâèñèìûõ ôîðì. Â ñèëó ýòîãî ñèñòåìà óðàâíå-
íèé (4) ïðèìåò äðóãîé âèä, è çàìêíóòàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé (2), (4), (6) îïðåäåëèò ïðåîáðàçîâàíèå
Ò1R1. Ýòà ñèñòåìà, â êîòîðîé 9q =  ôîðìàì

3
6

2
5

1
4 ,,, ωωω  2211 b,a,b,a,b,a ′∆′∆′∆′∆′∆′∆ , íàõîäèòñÿ â

èíâîëþöèè ñ õàðàêòåðàìè 0S,9S 21 == , ò. å. ñïðà-
âåäëèâà.

Òåîðåìà: Ïðåîáðàçîâàíèå Ò1R1 ñóùåñòâóåò
ïðîèçâîëîì äåâÿòè ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà.

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (S�) îïðåäåëÿåò ïàðó
Ò1R1, êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò ñ ïðîèçâîëîì ñåìè ôóí-
êöèé äâóõ àðãóìåíòîâ.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óðàâíåíèé (6) ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ôîêàëüíûå íàïðàâëåíèÿ ñåìåéñòâ ( )α  è

)(β  ñîîòâåòñòâóþò ïðÿìî [2]. Òàêèì îáðàçîì, â ïàðå
Ò1R1 ôîêàëüíûå íàïðàâëåíèÿ âñåãäà ñîîòâåòñòâó-
þò ïðÿìî.

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíèöû
ìåæäó ïàðàìè Ò1R1 è Ò-1R-1 íåò, íî ìåæäó ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè Ò1R1 è Ò-1R-1 èìååòñÿ ñóùåñòâåííîå ðàç-
ëè÷èå, î ÷åì ãîâîðèò ñëåäóþùåå:

Îïðåäåëåíèå. Ïåðåõîä îò ïðîèçâîëüíîãî çàäàí-
íîãî ñåìåéñòâà )(β  ê ñåìåéñòâó ( )α , ïðè êîòîðîì
ïàðà ñåìåéñòâ ( )α  è )(β  îáðàçóåò ïàðó Ò1R1, íàçî-
âåì ïðåîáðàçîâàíèåì Ò-1R-1. Ñïðàâåäëèâà.

Òåîðåìà. Ïðåîáðàçîâàíèå Ò-1R-1 ñóùåñòâóåò ñ
ïðîèçâîëîì äåâÿòè ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà.

§3. Ïàðû Ò1R-1

Îïðåäåëåíèå. Ïàðîé Ò1R-1 ñåìåéñòâ ( )α  è )(β
íàçîâåì òàêóþ ïàðó, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ è ïàðîé Ò1

è ïàðîé R-1.
Åñëè ñåìåéñòâà ( )α  è )(β  îáðàçóþò ïàðó Ò1, òî

áóäóò èìåòü ìåñòî óðàâíåíèÿ (1), (2). Åñëè æå òå-
ïåðü ñåìåéñòâà ( )α  è )(β  îáðàçóþò è ïàðó R-1, òî
áóäóò èìåòü ìåñòî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ èç (5)
ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâêè èíäåêñîâ
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Èç óðàâíåíèé (8) ñëåäóåò, ÷òî èç øåñòè êîýô-
ôèöèåíòîâ 2211 b,a,b,a,b,a ′′′′′′  ìèíèìóì òðè äîëæíû
îáðàùàòüñÿ â íóëü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îáðàùà-
þòñÿ â íóëü êàêèå-ëèáî òîëüêî äâà êîýôôèöèåíòà,
òî îäíà èç ôîðì 3

6
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1
4 ,, ωωω  îáðàùàåòñÿ â íóëü. Åñëè,

íàïðèìåð, 04 =ω′ , òî ñåìåéñòâî )(β  äîïóñêàåò îãè-
áàþùóþ 2-ïîâåðõíîñòü, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå

6
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45

5
44

4
44 AAAdA ω+ω+ω=  è, ñëåäîâàòåëüíî,

2-ïëîñêîñòü β  êàñàåòñÿ 2-ïîâåðõíîñòè 4À .
Îòáðàñûâàÿ ýòè ñëó÷àè, èìååì ñëåäóþùèå âîç-

ìîæíîñòè îáðàùåíèÿ â íóëü òðåõ êîýôôèöèåíòîâ
èç øåñòè óêàçàííûõ:

1) 0bab 21 =′=′=′ ; 2) 0aab 21 =′=′=′

3) 0abb 21 =′=′=′ ; 4) 0bbb 21 =′=′=′             (10)

È åùå ÷åòûðå ñëó÷àÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ èç (10) ïðè
ïîìîùè ïîäñòàíîâêè
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Èç ñëó÷àåâ (10) òîëüêî ïåðâûé íå ïðèâîäèò ê
âûðîæäåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè, íàïðèìåð, èìååòñÿ âòîðîé
ñëó÷àé (10) , òî óðàâíåíèÿ (8) äàþò
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Òàê êàê íàïðàâëåíèÿ 01
4 =ω , èëè 02

5 =ω , èëè
03

6 =ω  ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîêàëüíûìè ñìå-
ùåíèÿìè äëÿ ôîêóñîâ 654 À,À,À  [4], òî èç ïîëó-
÷åííûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî ôîêàëüíûå ñìåùå-
íèÿ ôîêóñîâ 4À  è 6À  çàïèñûâàþòñÿ îäíèì è òåì
æå óðàâíåíèåì, ò. å. âñÿ ïðÿìàÿ 64ÀÀ  ñîñòîèò èç
ôîêóñîâ.

Àíàëîãè÷íî â òðåòüåì ñëó÷àå (10) òàêæå ïðÿ-
ìàÿ 64ÀÀ  ñîñòîèò èç ôîêóñîâ, à â ÷åòâåðòîì � ïðÿ-
ìàÿ 65ÀÀ .

Â ïåðâîì ñëó÷àå (10) óðàâíåíèÿ (8) ñâîäÿòñÿ ê
òðåì óðàâíåíèÿì:

( ) 0,0,0 4
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4 =ω∧ω=ω+ω∧ω=ω∧ω .  (11)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ óðàâíåíèé ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî ôîêàëüíûå ñìåùåíèÿ ôîêóñîâ

654 À,À,À  ñîîòâåòñòâóþò ôîêàëüíûì ñìåùåíèÿì
ôîêóñîâ 132 À,À,À , ò. å. çàïèñûâàþòñÿ îäíèìè è
òåìè æå óðàâíåíèÿìè. Òàêîå ñîîòâåòñòâèå íàçîâåì
öèêëè÷åñêèì, à ïàðû Ò1R-1 ýòîãî ñëó÷àÿ íàçîâåì
ïàðàìè Ò1R

1
-1.

Åñëè ê ñëó÷àÿì (10) ïðèìåíèòü âûøå óêàçàí-
íóþ ïîäñòàíîâêó, òî ê âûðàæåíèþ íå ïðèâîäèò
òîëüêî îäèí ñëó÷àé 0aba 21 =′=′=′ . Ãåîìåòðè÷åñ-
êè ýòîò ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîãî ñëó÷àÿ (10)

Åñòåñòâåííûå íàóêè
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òîëüêî òåì, ÷òî öèêëè÷åñêîå ñîîòâåòñòâèå ôîêàëü-
íûõ ñìåùåíèé áóäåò íàïðàâëåíî â äðóãóþ ñòîðî-
íó, à èìåííî: ôîêàëüíûì ñìåùåíèåì ôîêóñîâ

654 À,À,À  áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ôîêàëüíûå ñìå-
ùåíèÿ 213 À,À,À , ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ñëó÷àé ñó-
ùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîãî ñëó÷àÿ (10).

Ïóñòü òåïåðü ÷åòûðå êîýôôèöèåíòà èç øåñòè

2211 b,a,b,a,b,a ′′′′′′  îáðàùàþòñÿ â íóëü.
Òîãäà îäíà èç ïàð b,a ′′  èëè 11 b,a ′′  èëè 22 b,a ′′  äîë-

æíà îáðàùàòüñÿ â íóëü. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
â íóëü îáðàùàåòñÿ ïàðà 0b,0a =′=′  (12).

Òîãäà, êàê âèäíî èç îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé (8),
âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ, íå ïðèâîäÿùèå ê âûðîæäå-
íèþ êîíôèãóðàöèè.

à) 0aa 2 =′=′ , á) 0ba 21 =′=′  , â) 0ab 21 =′=′  (13)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óðàâíåíèé (12) ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ôîêóñû 1À  è 4À  2-
ïëîñêîñòåé α  è β  îáëàäàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ñâîéñòâîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîêóñîâ ïàðû Ò [2].

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå 02
4 =ω , 03

4 =ω ,
ò. å. èìååì:

6
6
45

5
44

4
41

1
44

4
4
13

3
12

2
11

1
11

AAAAdA

,AAAAdA

ω+ω+ω+ω=

ω+ω+ω+ω=

÷òî è äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë (13) ñîñòîèò â ñëó÷àå:
à) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôîêàëüíûå ñìåùåíèÿ ôî-

êóñîâ 5À  è 6À  ñîîòâåòñòâóþò ôîêàëüíûì ñìåùåíè-
åì ôîêóñîâ 3À  è 2À . Äåéñòâèòåëüíî, òåïåðü óðàâíå-
íèÿ (8) äàþò: ( ) 0,0 5

2
3
6

5
2

4
1

2
5 =ω∧ω=ω+ω∧ω , ò. å. ôî-

êàëüíûå ñìåùåíèÿ ôîêóñîâ 3À  è 5À  2À  è 6À  çà-
ïèñûâàþòñÿ îäíèì è òåì æå óðàâíåíèåì. Àíàëîãè÷-
íî â ñëó÷àå á) ôîêàëüíûå ñìåùåíèÿ ôîêóñîâ 5À  è

6À  ñîîòâåòñòâóþò ôîêàëüíûì ñìåùåíèÿì ôîêóñîâ

3À  è 1À , à â ñëó÷àå â) ôîêàëüíûì ñìåùåíèÿì ôî-
êóñîâ 5À  è 6À  ñîîòâåòñòâóþò ôîêàëüíûå ñìåùå-
íèÿ ôîêóñîâ 1À  è 2À .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àè á) è â) íå äàþò
ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíôèãóðàöèé, òàê êàê
ôîêóñû 5À  è 6À , 2À  è 3À  âõîäÿò â ýòè êîíôèãó-
ðàöèÿõ ðàâíîïðàâíî. Êîíôèãóðàöèÿ â) ïîëó÷àåòñÿ
èç êîíôèãóðàöèè á) ïîäñòàíîâêîé èíäåêñîâ







5623

6532
.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè áóäóò
òîëüêî ñëó÷àè à) è á).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè, êîã-
äà îáðàùàþòñÿ â íóëü ïàðû 11 b,a ′′  èëè 22 b,a ′′ , òî
ìû íå ïîëó÷èì íîâûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíôèãó-
ðàöèé, è îíè ïîëó÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåííûõ ñëó-
÷àåâ ïîäõîäÿùåé çàìåíîé èíäåêñîâ 1~2~3~1,
4~5~6~4.

Ïàðû Ò1R-1 ñëó÷àÿ (12), (13à) íàçîâåì ïàðàìè
Ò1R

2
-1, à â ñëó÷àå (12), (13á) � ïàðàìè Ò1R

3
-1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà èç øåñòè êî-
ýôôèöèåíòîâ 2211 b,a,b,a,b,a ′′′′′′  â íóëü îáðàùàþòñÿ
ïÿòü êîýôôèöèåíòîâ. Òîãäà äâå èç òðåõ ïàð

2211 b,a,b,a,b,a ′′′′′′  äîëæíû îáðàùàòüñÿ â íóëü. Ïóñòü
äëÿ îïðåäåëåííîñòè

0baba 11 =′=′=′=′ .                    (14)
Òåïåðü, êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèé (8), âîçìîæ-

íû äâà ñëó÷àÿ 0a) 2 =′α  èëè 0b) 2 =′β . (15)
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óðàâíåíèé (14) ñîñòî-

èò â òîì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ôîêóñû 1À  è 4À ,

2À  è 5À  îáëàäàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì
ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîêóñîâ ïàðû Ò.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óðàâíåíèÿ (15 α ) ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ôîêàëüíîå ñìåùåíèå ôîêóñà 6À

ñîîòâåòñòâóåò ôîêàëüíîìó ñìåùåíèþ ôîêóñà 2À ,
à â ñëó÷àå (15 β ) ôîêàëüíîìó ñìåùåíèþ ôîêóñà 6À

ñîîòâåòñòâóåò ôîêàëüíîå ñìåùåíèå ôîêóñà 1À .
Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àè (15) ãåîìåòðè÷åñêè

äðóã îò äðóãà íå îòëè÷àþòñÿ, è îäèí ïîëó÷àåòñÿ èç
äðóãîãî ïîäñòàíîâêîé èíäåêñîâ







4512

5421
.

Ïàðû Ò1R-1 ýòîãî ñëó÷àÿ íàçîâåì ïàðàìè Ò1R
4
-1.

Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àè 0baba 2211 =′=′=′=′  è
0baba 22 =′=′=′=′  ïîëó÷àþòñÿ èç ñëó÷àÿ (14) ñî-

îòâåòñòâåííî öèêëè÷åñêîé çàìåíîé èíäåêñîâ
1~2~3~1, 4~5~6~4 è 3~2~1~3, 6~5~4~6.

Íàêîíåö ñëó÷àé, êîãäà âñå øåñòü êîýôôèöèåí-
òîâ 2211 b,a,b,a,b,a ′′′′′′  îáðàùàþòñÿ â íóëü, ïðèâîäèò
ê ðàññëîÿåìûì ïàðàì [3].

§4. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ïàð Ò1R
1
-1

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïàðû Ò1R
1
-1 õàðàêòå-

ðèçóþòñÿ íàëè÷èåì óðàâíåíèé:

0b,0a,0b 21 =′=′=′                     (16)
Â ñèëó óðàâíåíèé (16) óðàâíåíèÿ (8) ñâîäÿòñÿ

ê óðàâíåíèÿì (11), â ñèëó êîòîðûõ óðàâíåíèÿ (4.
22) ïðèíèìàþò âèä:

05
2

3
6

4
1

1
4 =ω∧ω−ω∧ω , ( ) 05

2
3
6

2
5 =ω∧ω−ω .   (17)

Óðàâíåíèÿ (2), ââèäó íàëè÷èÿ óñëîâèé (16),
äàþò:

0,a,b

0,0,à

2
6

3
626

2
51

3
5

1
5

3
4

1
4

2
4

=ωω′=ω′ω′=ω

=ω=ωω′=ω
.           (18)

Èç óðàâíåíèé (11), (17) íàõîäèì, ÷òî

( ) 4
1

3
6

5
2

4
1

2
5

5
2

1
4 ð,ð,ð ω=ωω+ω=ωω−=ω .        (19)

Âíåøíèì äèôôåðåíöèðîâàíèåì óðàâíåíèé
(18), (19) íàõîäèì:

Î íåêîòîðûõ ïàðàõ äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ 2-ïëîñêîñòåé...Íåâîñòðóåâ Ë.Ì., Òû÷èíèíà Ñ.Å.
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( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( )
( ) ( )
( ) ( ) 





















=ω∧ω′+ω+ω∧ω′+Ω+ρ∇

=ω+ω∧ω′−ω∧ω′+Ω+ρ∇

=ω∧ω′+ω′+Ω+Ω+ρ∇

=ω∧ω′+ω+ω∧ω−ω∧ω+ω′
=ω∧ω′′+ω+ω∧′∇

=ω∧ω′′−ω∧ω−ω+ω∧′∇

=ω∧ω′−ω∧ω+ω+ω∧ω+ω′
=ω+ω∧ω′+ω∧ω+ω∧ω+ω′

=ω∧ω′′−ω+ω∧′∇

,0ab

,0ba

,0aa

,0aa

,0baa

,0bab

,0ab

,0ba

,0aaa

5
2

4
5

5
2

4
1

2
312

5
2

4
1

5
61

4
1

3
121

5
2

6
42

1
221

5
2

4
6

5
2

4
1

5
6

4
1

2
3

2
12

5
2

5
612

4
6

4
12

5
2

4
51

4
1

5
6

5
2

4
11

4
1

6
52

5
2

4
5

5
2

4
1

1
2

1
3

5
2

4
1

5
41

4
1

6
4

5
2

3
1

3
2

4
1

6
42

5
4

5
2

 

(20)

ãäå:

 

( )
( )
( )

( )6
6

3
3

5
612

1
3

3
12

3
31222

3
2

2
31

3
3

2
2211

5
4

2
1

1
2

2
21

2lnd

,baaaada

,bbbdb

,aaada

ω−ω+ρ=ρ∇

ω′′+ω+ω′−ω−ω′′+′=′∇

ω+ω′+ω−ω′−′=′∇

ω+ω+ω′+ω−ω′′−′=′∇

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1), (18), (19),
(3), (20), îïðåäåëÿþùàÿ ïàðó Ò1R

1
-1, èìååò 18q =

ôîðì: ΩΩωωωωωωωωωωωω ,,,,,,,,,,,,, 21
2
3

5
6

1
3

4
6

6
5

3
2

4
5

1
2

6
4

3
1

2
1

5
4 ,

ρ∇′∇′∇′∇ ,a,b,a 21  è íàõîäèòñÿ â èíâîëþöèè ñ õàðàê-

òåðàìè 2S,16S 21 == , ò. å. ñïðàâåäëèâà.

Òåîðåìà. Ïàðû Ò1R
1
-1 ñóùåñòâóþò ñ ïðîèçâî-

ëîì äâóõ ôóíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ.

§5. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ïàð Ò1R
2
-1

Ïàðû Ò1R
2
-1 õàðàêòåðèçóþòñÿ óðàâíåíèÿìè

(12), (13 à), â ñèëó êîòîðûõ óðàâíåíèå (8) ñâîäÿòñÿ
ê äâóì óðàâíåíèÿì:

( ) 0,0 5
2

3
6

5
2

4
1

2
5 =ω∧ω=ω+ω∧ω .              (21)

Íàèáîëåå îáùåå àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå
óðàâíåíèé (9), (21) èìååò âèä:

( ) ( )5
2

4
1

2
5

5
2

3
6

5
2

4
1

1
4 ,, ω+ωβ=ωβω−=ωβω−ωβ−α=ω . (22)

Òåïåðü â ñèëó óðàâíåíèé (12), (13à), (22) óðàâ-
íåíèÿ (2) ïðèíèìàþò âèä:

( ) 5
22

2
6

5
2

4
11

3
5

1
6

1
5

3
4

2
4

b,b

0,0,0,0

ω′β−=ωω+ω′β=ω

=ω=ω=ω=ω
.          (23)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ âíåøíèì îáðàçîì óðàâ-
íåíèÿ (22), ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïî-
ëó÷èì:

( ) 0bb 5
21

6
52

2
31

4
1 =ω∧Ω−ω′+ω′β+ω∧α∆    (24)

0b,0 5
2

4
1 =ω∧∆=ω∧β∆ ,               (25)

ãäå

( ) ( )
3
22

2
31

6
6

5
5

3
3

2
2

1
2
31

5
5

4
4

2
2

1
1

4
4

1
1

bblnd

,b2d

ω′+ω′+ω−ω−ω+ω+β=β∆

Ω−ω′−ω+ω−ω−ωβ−ω−ωα+α=α∆

Èç óðàâíåíèé (4.40) â ñèëó íåçàâèñèìîñòè

ôîðì 4
1ω  è 5

2ω  ïîëó÷àåì, ÷òî 0=β∆ , ò. å.

0bblnd 3
22

2
31

6
6

5
5

3
3

2
2 =ω′+ω′+ω−ω−ω+ω+β .  (26)

Äèôôåðåíöèðóåì âíåøíèì îáðàçîì óðàâíåíèÿ
(23), (26), ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó-
÷èì

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( ) 























ω−′′−ω′−ω−ω′+′=′∆

ω−′′−ω′+ω−ω′−′=′∆

=ω∧ω′′+β−

−ω∧′∆+ω∧′∆+ω∧ω−

−ω∧ω−ω∧ω′+ω′+ω∧ω′+ω′
=ω∧′∆=ω+ω∧′∆

=βω−ωβ−α∧ω+ω∧ω′′+ω′β

=βω−ωβ−α∧ω−ω+ω∧ω′+ωβ

=ω+ω∧ω′β−ω−ω∧βω+ω∧αω

=ω∧ω′β+ω+ω∧βω−ω∧ωβ−α

2
321

3
22

3
3

2
2222

3
221

2
31

3
3

2
2111

5
2

4
121

3
22

2
31

6
4

4
6

5
4

4
5

3
1

1
223

2
1

1
312

5
22

5
2

4
11

5
2

4
1

4
6

5
2223

5
2

4
1

4
5

5
2

4
1

1
32

1
2

5
2

4
1

4
52

4
1

5
2

6
4

4
1

3
1

5
2

6
42

5
2

4
1

5
4

4
1

2
1

2bbbbbdb

,2bbbbbdb

ãäå  ,0bb22

bb

bb

0b,0b

0b

0b

,0b

,0b2

(27)

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1), (23), (26);
(3), (24), (27), îïðåäåëÿþùàÿ ïàðó Ò1R

2
-1, ñîäåðæèò

17q =  ôîðì: 2
3

5
6

1
3

4
6

6
5

3
2

4
5

1
2

6
4

3
1

2
1

5
4 ,,,,,,,,,,,, ωωωωωωωωωωωω

2121 b,b,,, ′∆′∆α∆ΩΩ è íàõîäèòñÿ â èíâîëþöèè ñ õà-

ðàêòåðàìè 2S,15S 21 == , òî èìååò ìåñòî

Òåîðåìà. Ïàðû Ò1R
2
-1 ñóùåñòâóþò ñ ïðîèçâî-

ëîì äâóõ ôóíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ.

§6. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ïàð Ò1R
3

-1

Äëÿ ïàð Ò1R
3
-1 èìåþò ìåñòî óðàâíåíèÿ (12),

(13á), â ñèëó êîòîðûõ óðàâíåíèÿ (8) äàþò

( ) 0,0 4
1

3
6

5
2

4
1

2
5 =ω∧ω=ω+ω∧ω              (28)

Íàèáîëåå îáùåå àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèé (11), (28) èìåþò âèä

( ) 4
1

3
6

5
2

4
1

2
5

5
2

4
1

1
4 ,, βω=ωω+ωβ=ωβω−αω=ω     (29)

Òåïåðü óðàâíåíèÿ (2) äàþò

( ) 4
12

1
6

5
2

4
11

3
5

2
6

1
5

3
4

2
4

a,b

,0,0,0,0

ω′β=ωω+ω′β=ω

=ω=ω=ω=ω
            (30)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ âíåøíèì îáðàçîì óðàâ-
íåíèÿ (29), (30), ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
ïîëó÷èì

Åñòåñòâåííûå íàóêè
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0a

b

02,0
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0

5
2

5
612
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6

4
12

4
1

6
5

5
2

4
11

5
2

4
1

5
6

4
1

2
12

2
3

4
1

6
52

5
2

4
1

4
5

5
2

4
1

1
31

1
2

5
2

5
4

5
2

4
1

2
1

4
1

6
4

5
2

4
1

3
1

5
2

2
31

4
1

3
121

5
2
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Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1), (29), (30);
(3), (31) îïðåäåëÿåò ïàðó Ò1R
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-1. Õàðàêòåðèñòè÷åñ-

êàÿ ñèñòåìà ñîäåðæèò, êðîìå ôîðì 5
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÷àñòåé óðàâíåíèé (1), (29), (30), 18q =  ôîðì:
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21 a,b ′∆′∆ . Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â èíâîëþöèè ñ õàðàê-
òåðàìè 2S,16S 21 == , ò. å. ñïðàâåäëèâà.

Òåîðåìà. Ïàðû Ò1R
3

-1 ñóùåñòâóþò ñ ïðîèçâî-
ëîì äâóõ ôóíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ.

§7. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ïàð Ò1R
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Ïàðû Ò1R
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-1 õàðàêòåðèçóþòñÿ óðàâíåíèÿìè

(14), (15 α ), â ñèëó êîòîðûõ óðàâíåíèÿ (8), (9) ñâî-
äÿòñÿ ê òðåì óðàâíåíèÿì
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Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ óðàâíåíèÿ (33), (34) âíå-
øíèì îáðàçîì, ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷èì:
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Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1), (33), (34);
(3), (35) îïðåäåëÿåò ïàðó Ò1R
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ëþöèè ñ õàðàêòåðàìè ,16S1 =  2S2 = . Òàêèì îáðà-
çîì, ñïðàâåäëèâà.

Òåîðåìà. Ïàðû Ò1R
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-1 ñóùåñòâóþò ñ ïðîèçâî-

ëîì äâóõ ôóíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ.


