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Â ðàáîòå [1] áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î êîëå-
áàíèÿõ ãàçîâîãî ïóçûðüêà â âÿçêîé ýëåêòðîïðîâîä-
íîé æèäêîñòè, ïîìåùåííîé â ìàãíèòíîå ïîëå, è âû-
âåäåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ äèíàìè-
÷åñêèå è òåïëîâûå ïðîöåññû. Èíòåãðèðîâàíèå ñè-
ñòåìû áûëî ïðîâåäåíî â óñëîâèÿõ àäèàáàòè÷íîñ-
òè ìåæôàçíîé ãðàíèöû «ïóçûðåê � æèäêîñòü». Ïðè
áîëüøèõ èìïóëüñàõ âîçäåéñòâèÿ, âûâîäÿùèõ ïó-
çûðåê èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, óñëîâèå àäèàáà-
òè÷íîñòè íàðóøàåòñÿ: ïðîöåññû òåïëîîáìåíà ìåæ-
äó ãàçîì â ïóçûðüêå è îêðóæàþùåé æèäêîñòüþ
ñòàíîâÿòñÿ îïðåäåëÿþùèìè è íà÷èíàþò âëèÿòü íà
äèíàìèêó ïóçûðüêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò íå-
îáõîäèìîñòü ñîâìåñòíîãî ðàññìîòðåíèÿ óðàâíåíèé
äèíàìèêè è ýíåðãèè.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé íåðàçðûâíîñòè, èìïóëüñîâ
è ýíåðãèè äëÿ êàæäîé èç ôàç (íåñóùàÿ ôàçà � âÿç-
êàÿ íåñæèìàåìàÿ ýëåêòðîïðîâîäíàÿ æèäêîñòü, äèñ-
ïåðñíàÿ � ñôåðè÷åñêèé ãîìîáàðè÷åñêèé ïóçûðåê ñ
òåðìè÷åñêè ñîâåðøåííûì ãàçîì) â ýéëåðîâûõ êî-
îðäèíàòàõ )t,r(  ïîñëå îñðåäíåíèÿ ïëîòíîñòè ýëåêò-
ðîìàãíèòíîé ñèëû ïî ñôåðè÷åñêîìó ñëîþ ñ ó÷åòîì
äæîóëåâîé äèññèïàöèè âûïèñûâàåì â âèäå [1, 2]:
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Çäåñü èíäåêñ «1» îòíîñèòñÿ ê æèäêîé ôàçå, à
«2»� ê ãàçîâîé; 0

iρ  � èñòèííàÿ ïëîòíîñòü, ic  �
óäåëüíàÿ ìàññîâàÿ òåïëîåìêîñòü, iλ  � òåïëîïðî-
âîäíîñòü, iw  � ñêîðîñòü, ip  – äàâëåíèå, iw  � ñêî-
ðîñòü, iT  � òåìïåðàòóðà i-îé ôàçû, µν,  � êèíåìà-
òè÷åñêèé è äèíàìè÷åñêèé êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè

æèäêîé ôàçû, B – èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, 2R  �
óäåëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ âûïèñàííîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé ïåðåéäåì ê íîâûì áåçðàçìåð-
íûì ïåðåìåííûì 0ttt =∗  � âðåìÿ, ( )tar=η  �
ðàäèóñ, ãäå ( )ta  � òåêóùèé ðàäèóñ ïóçûðüêà, à 0t
– õàðàêòåðíîå âðåìÿ çàäà÷è, ïðè÷åì [2]:
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Óðàâíåíèå äèíàìèêè ïóçûðüêà (óðàâíåíèå Ðý-
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ãäå k � ïàðàìåòð âîçìóùåíèÿ.
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Óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ ãàçà â ïóçûðüêå
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Óðàâíåíèå äëÿ ñêîðîñòè â ãàçîâîé ôàçå
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Óðàâíåíèå ýíåðãèè äëÿ ãàçîâîé ôàçû
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)-(5) ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òîé. Íåèçâåñòíûìè â íåé ÿâëÿþòñÿ: ( )∗∗ ta  � ïðè-

À.Ï. Âàñèëüåâ

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ
È ÒÅÏËÎÎÁÌÅÍÀ ÏÐÈ ÏÓËÜÑÀÖÈßÕ ÃÀÇÎÂÎÃÎ ÏÓÇÛÐÜÊÀ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ òåïëîôèçè÷åñêèå è äèíà-
ìè÷åñêèå ïðîöåññû ïðè îñöèëëÿöèÿõ ãàçîâîãî ïóçûðüêà. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è
ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ.
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âåäåííûé ðàäèóñ ïóçûðüêà, ( )∗∗ tp  � ïðèâåäåííîå
äàâëåíèå, ( )∗∗ η t,w 2  � ïðèâåäåííàÿ ñêîðîñòü ãàçà,

( ) ( )∗∗ ηθηθ t,,t, 21 � ïðèâåäåííûå òåìïåðàòóðû â
ôàçàõ, ïðè÷åì âñå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè îïðåäå-
ëåíû òàê:

( ) ( ) ( )
,

t,rw
w,

p

tp
p,

a

ta
a

0

2
2

0
*

0 υ
=== ∗∗

( ) ( )
,

T

t,rT
,

T

t,rT

0

2
2

0

1
1 =θ=θ

ãäå 000 ta=υ  � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü, à âñå äðó-
ãèå âåëè÷èíû ñ èíäåêñîì «0» îòíîñÿòñÿ ê íà÷àëü-
íûì ïàðàìåòðàì, γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû.

 Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)-
(5) çàäàþòñÿ â âèäå
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Êðèòåðèè è ÷èñëà çàäà÷è îïðåäåëåíû òàê:
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íàÿ ïëîòíîñòü ãàçîâîé ôàçû â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè.

 Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû (1) è (3) â äàëüíåéøåì óäîáíåå ïðåäñòà-
âèòü â âèäå
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 Çàìåíèì ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåííîé è ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííûì êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿ-
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,N,...,1,0n =  ,M/L=δη  N/t τ=δ  � øàãè ïî ïðî-

ñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé ïåðåìåííûì.
 Óðàâíåíèÿ (10) è (11) ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðè-

ðîâàíû ïî ñõåìå Ðóíãå-Êóòòà, íàïðèìåð, ÷åòâåð-
òîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè [3]. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ íèõ
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à óðàâíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ãàçîâîé è æèäêîé ôàç â
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ t=0, n=0 äëÿ ïóçûðüêà çà-
ïèñûâàþòñÿ òàê:

.0q,1p,0w,1a 0000 ====
Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ãà-

çîâîé ôàçå
( ) ,/1MG,MG,...,2,1,0m,12

m,0 δη===θ .
Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â æèä-

êîé ôàçå
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
à) â öåíòðå ïóçûðüêà

( ) ( );:0m 2
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2
0,n θ=θ=

á) íà ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè
( ) ( )
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2
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2
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θ−θ

= −

( ) ( ) ( ) ( ) ;q, n
1

21
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1
1MG,n

1
MG,n

2
MG,n δη

λ
λ+θ=θθ=θ +

â) íà áåñêîíå÷íîñòè ( ) 11
MG,n =θ .

Íà ðèñóíêå ïðèâåäåí òåêñò ÿäðà ïðîãðàììû,
íàïèñàííîé â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ MatCad, ðå-
àëèçóþùåé ýòó ðàçíîñòíóþ ñõåìó.

 Â ïåðâîé ñòðîêå ïðîãðàììû îáúÿâëÿåòñÿ ìàñ-
ñèâ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê èçó÷àåìîãî ïðî-
öåññà 5,NT : âåêòîð 0,NT  õðàíèò òåêóùåå ïðèâåäåí-
íîå âðåìÿ, 1,NT  – òåêóùèé ïðèâåäåííûé ðàäèóñ ïó-
çûðüêà, 2,NT  � òåêóùóþ ïðèâåäåííóþ ñêîðîñòü
ìåæôàçíîé ãðàíèöû, 3,NT  – òåêóùåå äàâëåíèå â
ãàçå, 4,NT � ïðèâåäåííóþ ïëîòíîñòü òåïëîâîãî ïî-
òîêà íà ìåæôàçíîé ãðàíèöå, 5,NT  � ïðîèçâîäíóþ
äàâëåíèÿ ïî âðåìåíè.

Âî âòîðîé ñòðîêå îáúÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûé
ìàññèâ M,Nθ  äëÿ õðàíåíèÿ ïðèâåäåííûõ òåìïåðà-
òóð ôàç. Â âåêòîð Q ïåðåäàåòñÿ èíôîðìàöèÿ î íà-
÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû, êîòîðàÿ õðàíèòñÿ â

ïðåäâàðèòåëüíî çàäàííîì âåêòîðå S. Äàëåå ïðî-
ãðàììà âûïîëíÿåò äâà âëîæåííûõ öèêëà: âíóòðåí-
íèé � ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé j=1,2,…,M,
è âíåøíèé � ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé i=0,1,…,N.
Íà êàæäîì ïðîõîäå âðåìåííîãî öèêëà ïðîãðàììà
îáðàùàåòñÿ ê ïîäïðîãðàììå DS(Q) c ïåðåäà÷åé â
íåå äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê èç âåêòîðà Q.
Ïîäïðîãðàììà DS(Q) – ýòî ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ
îäíîøàãîâîãî ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà (â äàííîì ñëó-
÷àå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè); îíà ðàññ÷èòû-
âàåò äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òåêóùåãî ñî-
ñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïî åå ïðåäøåñòâóþùåìó ñîñòî-
ÿíèþ. Ñâÿçü ìåæäó äèíàìè÷åñêîé ÷àñòüþ ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé è òåïëîôèçè÷åñêîé îñóùåñòâëÿåòñÿ
÷åðåç ÿ÷åéêó 4,NT . Ïðè êàæäîì îáðàùåíèè ê ïîä-
ïðîãðàììå DS(Q) ïðîèñõîäèò çàïîëíåíèå îäíîé
ñòðîêè ìàòðèöû 5,NT : ýòà èíôîðìàöèÿ èñïîëüçóåò-
ñÿ ïðè âû÷èñëåíèè òåìïåðàòóð â óçëàõ ñåòêè. Äàí-
íûå î íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû õðà-
íÿòñÿ â ìàññèâå Θ, îòêóäà îíà ñ÷èòûâàåòñÿ â ëî-
êàëüíûé ìàññèâ θ .

Âî âíóòðåííåì öèêëå ðàññ÷èòûâàåòñÿ òåêóùåå
çíà÷åíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé η, çíà÷å-

íèå ïðîèçâîäíîé 
η∂
θ∂= 2q , êîòîðàÿ ó÷àñòâóåò â êà-

÷åñòâå àðãóìåíòà ôóíêöèè ( )η,q,FP,p,aFWG nn ,
âû÷èñëÿþùåé ëîêàëüíóþ ñêîðîñòü ãàçà â ïóçûðü-
êå. Ýòà ôóíêöèÿ ïðåäâàðèòåëüíî äîëæíà áûòü îïè-
ñàíà (ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (17)). Ïîëîæåíèå óçëà
ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé îòñëåæè-
âàåòñÿ äâóìÿ îïåðàòîðàìè óñëîâíîãî ñðàâíåíèÿ
«if»: åñëè η<1 (m<MG), òî ðàñ÷åò òåìïåðàòóðû
âåäåòñÿ äëÿ ãàçîâîé ôàçû ïî óðàâíåíèþ (19); ïðè
m=MG (ìåæôàçíàÿ ãðàíèöà) ïðîãðàììà âûïîëíÿ-
åò óñëîâèÿ íà ãðàíèöå è ïîäñ÷èòûâàåò ïëîòíîñòü
òåïëîâîãî ïîòîêà, ïîñûëàÿ ðåçóëüòàò äëÿ õðàíåíèÿ
â ÿ÷åéêó 4,NT . Ïðè m>MG (æèäêàÿ ôàçà) òåìïåðà-
òóðà â óçëàõ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå (20).
Ïîñëå ïåðåáîðà ïðîñòðàíñòâåííûõ óçëîâ ñåòêè

ïðîãðàììà óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ ,02 =
η∂
θ∂

 ïðè

η=0 â öåíòðå ïóçûðüêà è íà÷èíàåò íîâûé öèêë ïî
âðåìåííîé ïåðåìåííîé.

Ïîñëå çàâåðøåíèÿ âíåøíåãî öèêëà äàííûå î
äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ ïðîöåññà T è äàííûå î
òåìïåðàòóðàõ θ  îáúåäèíÿþòñÿ â åäèíûé ìàññèâ,
êîòîðûé ñòàíîâèòñÿ äîñòóïíûì äëÿ âñåõ ïîñëåäó-
þùèõ ðàñ÷åòîâ.

Íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî
èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ è òåïëîôèçè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà êîëåáàíèé ãàçîâîãî ïó-
çûðüêà â âÿçêîé ýëåêòðîïðîâîäíîé æèäêîñòè, ïî-
ìåùåííîé â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå.

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äèíàìèêè è òåïëîîáìåíà ...À.Ï. Âàñèëüåâ
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Ðèñóíîê: òåêñò ÿäðà ïðîãðàììû, íàïèñàííîé â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ MatCad
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Â êà÷åñòâå íåñóùåé ôàçû çàäàâàëñÿ æèäêèé
ãàëëèé ñ òåïëîôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ïðè òåì-
ïåðàòóðå 1000Ñ, à äèñïåðñíîé � âîçäóõ. Íà÷àëü-
íûé ðàäèóñ ïóçûðüêà íàçíà÷àëñÿ ðàâíûì 3 ìì,
íà÷àëüíîå äàâëåíèå â ãàçå p(0)=100 êÏà. Èññëå-
äîâàëàñü ðåàêöèÿ ñèñòåìû íà ìãíîâåííûé ñáðîñ
äàâëåíèÿ, ïîýòîìó ïàðàìåòð âîçìóùåíèÿ ïðèíè-
ìàëñÿ ðàâíûì k=-0,5, ÷òî ñîîòâåòñòâîâàëî êîíå÷-
íîìó äàâëåíèþ â ñèñòåìå 50 êÏà. Ïîêàçàòåëü àäè-
àáàòû âîçäóõà çàäàâàëñÿ ðàâíûì γ=1,4, èíäóêöèÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîñòàâëÿëà B=1 Ò.

Êðèòåðèè çàäà÷è ïðè ýòèõ äàííûõ áûëè:
Re

1
=39000, Pe

1
=11360, Pe

2
=393, Ha=135, We

1
=616,

We
2
=0,096, Ec

1
=1,2×10-4, Ec

2
=1,54×10-4. Ïàðàìåò-

ðû ñåòêè çàäàâàëèñü ðàâíûìè: M=20, N=1000, L=2,
τ=50 è ïîäáèðàëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíî èç óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû. Êîíòðîëü
òî÷íîñòè îñóùåñòâëÿëñÿ óäâîåíèåì ÷èñëà øàãîâ
ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.

Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ

∗p  â ïóçûðüêå îò âðåìåíè ∗t . Àíàëèç êðèâîé ïî-
êàçûâàåò, ÷òî âðåìÿ ðåëàêñàöèè ïóçûðüêà (âðå-
ìÿ ïåðåõîäà ñèñòåìû ê ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ)
ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ôàçû: íà ïåðâîé ôàçå ïðî-
öåññ õàðàêòåðèçóåòñÿ çàòóõàþùèìè êîëåáàíèÿìè
âñåõ äèíàìè÷åñêèõ è òåïëîâûõ ïàðàìåòðîâ. Íà
âòîðîé ôàçå ïóëüñàöèè äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
èñ÷åçàþò, íî òåïëîâîå ðàâíîâåñèå åùå íå äîñòèã-
íóòî, ïóçûðåê ïðîäîëæàåò ïåðåõîä â ðàâíîâåñíîå
ñîñòîÿíèå ðåãóëÿðíûì îáðàçîì, òàê ÷òî â êîíöå
ýòîé ôàçû ìåæäó æèäêîñòüþ è ãàçîì â ïóçûðüêå
óñòàíàâëèâàåòñÿ òåðìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå. Ýòà
îñîáåííîñòü ïðèâíåñåíà ìàãíèòíûì ïîëåì, ïðè
îòñóòñòâèè êîòîðîãî äèíàìè÷åñêèå è òåïëîâûå ïà-
ðàìåòðû ñèñòåìû ïåðåõîäÿò ê íîâîìó ñîñòîÿíèþ
ðàâíîâåñèÿ ñèíõðîííî. Äàííóþ îñîáåííîñòü ìîæ-
íî îáúÿñíèòü âûñîêîé èíòåíñèâíîñòüþ ãàøåíèÿ
êîëåáàíèé ýëåêòðîìàãíèòíûìè ñèëàìè ÷åðåç ìå-
õàíèçì äæîóëåâîé äèññèïàöèè. Â ðåçóëüòàòå ÷åãî
ðåçêî ñîêðàùàåòñÿ îñöèëëèðóþùàÿ ôàçà ïðîöåñ-
ñà, íî òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ åùå íå óñïåâàþò çà
ýòî âðåìÿ ïðèéòè â ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Ñ óâå-
ëè÷åíèåì èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëèòåëüíîñòü
ïåðâîé ôàçû, êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, ñîêðàùà-
åòñÿ. Ñ áûñòðûì èñ÷åçíîâåíèåì ïóëüñàöèé ïó-
çûðüêà òåðìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå â ñèñòåìå íå
óñïåâàåò âîçíèêíóòü, è íà÷èíàåòñÿ âòîðàÿ ôàçà �
âûðàâíèâàíèå òåìïåðàòóð ìåæäó ãàçîì è æèäêî-
ñòüþ ïðè óæå äîñòèãíóòîì ìåõàíè÷åñêîì ðàâíî-
âåñèè ïóçûðüêà. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî íà
ýòîé ôàçå ìåõàíèçìû âÿçêîé è äæîóëåâîé äèññè-
ïàöèè íå ðàáîòàþò ïî ïðè÷èíå îòñóòñòâèÿ ïóëü-
ñàöèé ñêîðîñòè.

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàññåè-
âàíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè êîëåáàòåëüíîãî ïðî-
öåññà îñóùåñòâëÿåòñÿ áëèçêîäåéñòâóþùèìè âÿç-
êèìè ñèëàìè, êîòîðûå èç-çà ìàëîé âÿçêîñòè æèä-
êîãî ãàëëèÿ çíà÷èòåëüíî óäëèíÿþò ïðîöåññ çàòó-
õàíèÿ êîëåáàíèé, òàê ÷òî òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ çà
ýòî âðåìÿ óñïåâàþò âûðàâíÿòüñÿ.

Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíû ãðàôêè çàâèñèìîñòåé
òåìïåðàòóðû âî âðåìåíè â öåíòðå ïóçûðüêà è íà
åãî ïîâåðõíîñòè.

Òåìïåðàòóðà ãàçà â öåíòðå ïóçûðüêà áåçèíåð-
öèîííî ðåàãèðóåò íà êîëåáàíèÿ ïîâåðõíîñòè. Ïîñ-
ëå ãàøåíèÿ êîëåáàíèé òåìïåðàòóðû è â öåíòðå, è
íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà íà÷èíàþò ïëàâíî íàðàñ-
òàòü äî åäèíèöû. Èç ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî ãàç â
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Ðèñóíîê 1. Çàâèñèìîñòü ïðèâåäåííîãî äàâëåíèÿ p
*
 îò

âðåìåííîé ïåðåìåííîé i. Ïåðåõîä ê ðåàëüíîìó âðåìåíè
îñóùåñòâëÿåòñÿ óìíîæåíèåì i íà 20/t0 .

2θ  

t* 

1 

2 

Ðèñóíîê 2. Çàâèñèìîñòü ïðèâåäåííîé òåìïåðàòóðû 2θ  îò
ïðèâåäåííîãî âðåìåíè ∗t  ïðè ðàñøèðåíèè ãàçîâîãî
ïóçûðüêà: êðèâàÿ 1 � öåíòð ïóçûðüêà, êðèâàÿ 2 �

ïîâåðõíîñòü ïóçûðüêà. Ïåðåõîä ê ðåàëüíîìó âðåìåíè
îñóùåñòâëÿåòñÿ óìíîæåíèåì ∗t  íà 0t .

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äèíàìèêè è òåïëîîáìåíà ...À.Ï. Âàñèëüåâ
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öåíòðå ïóçûðüêà ïîäâåðãàåòñÿ áîëüøåìó îõëàæ-
äåíèþ, ÷åì íà åãî ïåðèôåðèè. Íà ðèñ 3 ïîêàçàíû
ãðàôèêè çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû îò âðåìåíè â
æèäêîñòè íà ðàññòîÿíèè îäíîãî è äâóõ ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ øàãîâ îò ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà. Ïðèìû-
êàþùèå ê ìåæôàçíîé ãðàíèöå ñëîè æèäêîñòè (êðè-
âàÿ 1) ïîäâåðæåíû çíà÷èòåëüíûì èçìåíåíèÿì òåì-
ïåðàòóð èç-çà ñîñåäíèõ ñëîåâ ïåðåîõëàæäåííîãî
ãàçà â ïóçûðüêå. Ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ìåæôàçíîé
ãðàíèöû âãëóáü æèäêîñòè òåïëîâîå âëèÿíèå ãàçà
îñëàáåâàåò, ïîýòîìó òåìïåðàòóðà â æèäêîñòè ëèøü
íåçíà÷èòåëüíî îòêëîíÿåòñÿ îò ðàâíîâåñíîãî çíà-
÷åíèÿ (êðèâàÿ 2).

Ãðàôèêè, èçîáðàæåíûå íà ðèñóíêå 4, èëëþñò-
ðèðóþò ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðà-
òóðû â ãàçå è æèäêîñòè â ðàçëè÷íûå ôàçû ïåðâîãî
ïåðèîäà êîëåáàíèé ïóçûðüêà.

Êðèâûå íà ðèñóíêå 4 ïîêàçûâàþò, ÷òî ìèíè-
ìóì äàâëåíèÿ ãàçà â ïóçûðüêå ñîïðîâîæäàåòñÿ
ðåçêèì ñíèæåíèåì òåìïåðàòóðû (êðèâûå 1 è 3), à
ìàêñèìóì òåìïåðàòóðû (êðèâàÿ 2) ñîîòâåòñòâóåò
íàèáîëüøåìó äàâëåíèþ â ïóçûðüêå. Îáðàùàåò
âíèìàíèÿ òîò ôàêò, ÷òî òåìïåðàòóðà â ðàçëè÷íûå
ìîìåíòû âðåìåíè îñòàåòñÿ îäíîðîäíîé â öåíò-
ðàëüíîé ÷àñòè ãàçîâîãî ïóçûðüêà. Ïî ìåðå ïðèáëè-
æåíèÿ ê ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà íà÷èíàåò ñêàçû-
âàòüñÿ òåïëîîáìåí ìåæäó ãàçîì è îêðóæàþùåé
æèäêîñòüþ è òåìïåðàòóðà â ãàçå ðåçêî ñíèæàòüñÿ
äî òåìïåðàòóðû ïî÷òè èçîòåðìè÷åñêîé æèäêîñòè.
Íà íåáîëüøîì óäàëåíèè îò ìåæôàçíîé ãðàíèöû â
æèäêîñòè òåìïåðàòóðà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâ-
íîé ñâîåìó íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ. Ýòî îáúÿñíÿåò-
ñÿ òåì, ÷òî èç-çà áîëüøîé ìàññû æèäêîñòè, êîýô-
ôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè æèäêîé ôàçû, à òàêæå
ñîèçìåðèìîé ñ ãàçîì òåïëîåìêîñòè æèäêîñòè âëè-
ÿíèå ìåæôàçíîãî òåïëîîáìåíà ñêàçûâàåòñÿ òîëü-
êî íà ïðèìûêàþùåì ê ïóçûðüêó ñëîå æèäêîñòè. Â
öåëîì æèäêàÿ ôàçà âåäåò ñåáÿ êàê èçîòåðìè÷åñ-
êàÿ æèäêîñòü. Ýòîò âûâîä êàñàåòñÿ òîëüêî ðåæè-
ìà ðàñøèðåíèÿ ïóçûðüêà â æèäêîñòè.

Ìåæôàçíûé òåïëîîáìåí ïîëíîñòüþ õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ ÷èñëîì Íóññåëüòà
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ñðåäíåìàññîâàÿ òåìïåðàòóðà ãàçà â ïóçûðüêå.
Âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëà Íóññåëüòà ñ ó÷åòîì
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Íà ðèñóíêå 5 ïîêàçàí ãðàôèê ôóíêöèè
Nu=Nu(t∗): íà ïåðâîé ôàçå ïðîöåññà ÷èñëî Íóñ-
ñåëüòà èñïûòûâàåò ïóëüñàöèè, â öåëîì îñòàâàÿñü
âåëè÷èíîé ïîëîæèòåëüíîé, à íà âòîðîé � ïðèíèìà-
åò ïî÷òè ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå 12. Çíàêîïî-
ëîæèòåëüíîñòü ÷èñëà Íóññåëüòà ãîâîðèò î íàïðàâ-
ëåíèè òåïëîâîãî ïîòîêà èç æèäêîé â ãàçîâóþ ôàçó:
ò. å. ïðè ðàñøèðåíèÿ ïóçûðüêà îí íåïðåðûâíî ïî-
äîãðåâàåòñÿ òåïëîòîé îêðóæàþùåé æèäêîñòè.

Â ïðîöåññå ðåëàêñàöèè ïóçûðüêà ïðîèñõîäèò
íåïðåðûâíîå ðàññåèâàíèå ýíåðãèè âîçìóùàþùåãî
âîçäåéñòâèÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ìåõàíèçìîâ âÿçêîé,
äæîóëåâîé è òåïëîâîé äèññèïàöèè (íåðàâíîâåñíûé
ïîäâîä è îòâîä òåïëîòû). Óäåëüíûé âêëàä ýòèõ
ìåõàíèçìîâ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ðàññåÿííîé
ýíåðãèè.

Ïîä âîçäåéñòâèåì âÿçêèõ ñèë ê ìîìåíòó âðå-
ìåíè t áóäåò ïðåâðàùåíà â òåïëîòó êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ, ðàâíàÿ
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Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, ïðåâðàùåííàÿ â òåïëî-
òó çà ñ÷åò äæîóëåâîé äèññèïàöèè, áóäåò ðàâíà
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Òåïëîòà ÷åðåç ìåæôàçíóþ ãðàíèöó îïðåäåëèò-
ñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì
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Çäåñü ÷åðåç λµ I,I,I j  îáîçíà÷åíû äèññèïàòèâ-
íûå èíòåãðàëû, íà ðèñóíêå 6 ïîêàçàíû èõ ãðàôèêè.

Ñðàâíåíèå êðèâûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèìåíü-
øèé âêëàä â äèññèïàöèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
âíîñÿò ñèëû âÿçêîãî òðåíèÿ (êðèâàÿ 1), íàèáîëü-
øèé � òåïëîâàÿ äèññèïàöèÿ (êðèâàÿ 3). Äæîóëåâà
äèññèïàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåîáëàäàþùåé ëèøü â íà-
÷àëüíîì ñòàäèè ïðîöåññà, êîãäà âåëèêà àìïëèòóäà
êîëåáàíèé (êðèâàÿ 2), íî ïî ìåðå ãàøåíèÿ êîëåáà-

Åñòåñòâåííûå íàóêè
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1θ

Ðèñóíîê 3. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû â æèäêîñòè 1θ  îò
ïðèâåäåííîãî âðåìåíè t*: êðèâàÿ 1 � íà ðàññòîÿíèè îäíîãî
øàãà (dh), êðèâàÿ 2 � äâóõ øàãîâ îò ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà.

íèé ìåõàíèçì äæîóëåâîé äèññèïàöèè ïðåêðàùàåò
ðàáîòó � ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê êðèâîé 2. Òåð-
ìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå â ñèñòåìå ïðè ýòîì íå äîñ-
òèãíóòî, è ïðîäîëæàåòñÿ ïåðåêà÷êà òåïëîòû èç îê-
ðóæàþùåé æèäêîñòè â ãàçîâûé ïóçûðåê, î ÷åì ñâè-
äåòåëüñòâóåò ðîñò èíòåãðàëà )t(Iλ .

 Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ïîçâîëÿåò ñäå-
ëàòü âûâîä î òîì, ÷òî íàëè÷èå ìàãíèòíîãî ïîëÿ
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Ðèñóíîê 6. Çàâèñèìîñòü äèññèïàòèâíûõ èíòåãðàëîâ )t(I i

îò âðåìåíè ïðîöåññà: )t(Iµ  � êðèâàÿ 1, )t(I j  � êðèâàÿ 2,
)t(Iλ  � êðèâàÿ 3. Çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ )t(Iµ  è )t(I j

óâåëè÷åíû â 50 ðàç.

Nu 

t∗ 

Ðèñóíîê 5. Ãðàôèê ôóíêöèè Nu(t*)

η 

θ

1 

2 

3 

Ðèñóíîê 4. Ðàñïðåäåëåíèå ïðèâåäåííîé òåìïåðàòóðû ïî
ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé h â ñèñòåìå «ïóçûðåê �

æèäêîñòü» â ðàçëè÷íûå ôàçû ïåðâîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé:
êðèâàÿ 1 � wt=0, 3 � wt=T, 2 � wt=T/2. Êðèâûå 1 è 3
îòíîñÿòñÿ ê äâóì ïîñëåäîâàòåëüíûì ìàêñèìàëüíûì

ðàñøèðåíèÿì ïóçûðüêà.

ðàñùåïëÿåò äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû äèññèïàöèè
ýíåðãèè îò òåïëîâûõ. Ïîäàâëÿÿ ïåðâûå, îíî íå
âëèÿåò íåïîñðåäñòâåííî íà ïðîòåêàíèå âòîðîãî,
èçìåíÿÿ ëèøü õàðàêòåð ýòîãî ïðîöåññà: òåïëî-
îáìåí íà âòîðîé ñòàäèè ñòàíîâèòñÿ ðåãóëÿðíûì
è íå ñîïðîâîæäàåòñÿ áîëüøå ïóëüñàöèÿìè, õà-
ðàêòåðíûìè äëÿ íåå â îòñóòñòâèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ.

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äèíàìèêè è òåïëîîáìåíà ...À.Ï. Âàñèëüåâ


