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Ìîäåëèðîâàíèå íåïðåðûâíûõ öåïåé Ìàðêîâà îñ-
íîâàíî íà èìèòàöèè ïîòîêîâ ñîáûòèé, ïåðåâîäÿùèõ öåïü
èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè è óïðàâëÿþùèõ ïåðåõîäàìè öåïè. Òàêîé ìåòîä
ìîäåëèðîâàíèÿ íàçûâàþò ñîáûòèéíûì. Â àëãîðèòìàõ
ñîáûòèéíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèñóòñòâóþò ñëîæíûå ëî-
ãè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè öåïè è ìàòðèöåé
ïåðåõîäîâ.

Ðàññìîòðèì ìîäåëèðîâàíèå îòäåëüíîé ñèñòåìû
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) è ñåòåé ÑÌÎ, êîòîðûå
îòðàæàþò ðàçëè÷íûå ðåæèìû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñ-
òåì óïðàâëåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âõîäíîé ïîòîê çàÿ-
âîê ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûì è çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå
èíòåðâàëà âðåìåíè ìåæäó ïîñëåäóþùèìè çàÿâêàìè.
Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ñëó÷àéíî è òîæå èìååò íåêîòîðóþ
çàäàííóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü M � ÷èñëî îá-
ñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ (êàíàëîâ) è N � îáùåå ÷èñëî
çàÿâîê, êîòîðûå ìîãóò îäíîâðåìåííî íàõîäèòüñÿ â ñèñ-
òåìå, ïðè ýòîì ( ) 0≥Μ−Ν  � ÷èñëî çàÿâîê, íàõîäÿùèõ-
ñÿ â î÷åðåäè.

Ñîñòîÿíèå ìîäåëè áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü ïåðåìåí-
íîé n � ÷èñëîì çàÿâîê, íàõîäÿùèõñÿ â ñèñòåìå. Ïåðå-
ìåííàÿ ñîñòîÿíèÿ n èçìåíÿåòñÿ â äâóõ ñëó÷àÿõ: â ìî-
ìåíò ïîñòóïëåíèÿ î÷åðåäíîé çàÿâêè â ñèñòåìó è â ìî-
ìåíò åå óõîäà. Äëÿ ìîäåëè íåîáõîäèìî õðàíèòü çíà÷å-
íèÿ òðåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè: t

ï
 � ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ

î÷åðåäíîé çàÿâêè, t
y
 � ìîìåíò óõîäà áëèæàéøåé çàÿâêè,

T � âðåìÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû. Â ìîìåíò t
ï
 íå-

îáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äåéñòâèé: 1) ïðîâåðèòü, ìîæåò ëè çàÿâêà ïîñòóïèòü íà
îáñëóæèâàíèå èëè îíà ïîëó÷èò îòêàç; 2) òåêóùåå ñîñòî-
ÿíèå óâåëè÷èòü íà åäèíèöó, åñëè çàÿâêà ïîñòóïàåò íà
îáñëóæèâàíèå; 3) îïðåäåëèòü ñëåäóþùèé ìîìåíò ïðè-
õîäà î÷åðåäíîé çàÿâêè; 4) ó÷åñòü èçìåíåíèÿ â ñèñòåìå
ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèîíàëà. Ïåðå÷èñëåííóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé íàçîâåì ðåàêöèåé ìîäåëè íà ïî-
ñòóïëåíèå î÷åðåäíîé çàÿâêè.

Â ìîìåíò âðåìåíè t
y
 íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëå-

äóþùèå äåéñòâèÿ: 1) óìåíüøèòü íà åäèíèöó ïåðåìåí-
íóþ ñîñòîÿíèÿ n; 2) åñëè î÷åðåäü íå ïóñòà, òî áëèæàé-
øóþ çàÿâêó èç î÷åðåäè ïîñòàâèòü íà îáñëóæèâàíèå è
îïðåäåëèòü ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà îíà áóäåò îáñëóæå-
íà; 3) â áëîêå èçìåðåíèÿ (âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà)
çàôèêñèðîâàòü ìîìåíò èçìåíåíèÿ ñèñòåìû. Ýòî ðåàê-
öèÿ ìîäåëè íà óõîä çàÿâêè èç ñèñòåìû. Íà ðèñóíêå 1
ïðåäñòàâëåíà óêðóïíåííàÿ ñõåìà îïèñàííîãî âûøå
àëãîðèòìà. Îñíîâíûì áëîêîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ áëîê óï-
ðàâëåíèÿ. Â íåì îïðåäåëÿåòñÿ áëèæàéøåå ñîáûòèå,
êîòîðîå äîëæíî íàñòóïèòü â ìîäåëè. Âûáèðàÿ ìèíè-
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Â ñòàòüå ïðèâåäåíû àëãîðèòìû ìîäåëåé ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) è ñåòåé ÑÌÎ,
îñíîâàííûå íà ìåòîäå àãðåãàòîâ. Ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè òî÷íîñòè è äëèòåëüíîñòè èìèòàöèîííûõ
ýêñïåðèìåíòîâ, ÷òî âàæíî ïðè ïðàêòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè.

ìàëüíîå èç çíà÷åíèé t
ï
, t

ó
, T, óïðàâëåíèå ïåðåäàåòñÿ â

ñîîòâåòñòâóþùèé áëîê.
Íà ðèñóíêàõ 2à è 2á ïðåäñòàâëåíû ïîäðîáíûå ñõå-

ìû àëãîðèòìîâ áëîêîâ 3 è 4. Â áëîêå 1 (ðèñóíîê 2à) çà-
ïîìèíàþòñÿ òàêèå äàííûå ìîäåëè, êàê äëèíà î÷åðåäè,
âðåìÿ îæèäàíèÿ, çàãðóçêà êàíàëîâ è äð. Â áëîêå 5 îïðå-
äåëÿåòñÿ íîìåð k ñâîáîäíîãî êàíàëà, ïðè ýòîì äëÿ ìíî-
ãîêàíàëüíîé ñèñòåìû t

y
 ÿâëÿåòñÿ ìàññèâîì (äëÿ êàæäî-

ãî êàíàëà õðàíèòñÿ ñâîå çíà÷åíèå ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ
îáñëóæèâàíèÿ). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � âðåìÿ îáñëóæè-
âàíèÿ t

îáñë
 èìèòèðóåòñÿ ñîãëàñíî çàäàííîìó çàêîíó ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ. Â áëîêå 6 ê òåêóùåìó âðåìåíè äîáàâëÿåòñÿ
çíà÷åíèå èìèòèðóåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû t

ïîñò
 � èí-

òåðâàëà âðåìåíè ìåæäó çàÿâêàìè âõîäíîãî ïîòîêà.
Â áëîêå 4 (ðèñóíîê 2á), ïðè óñëîâèè, ÷òî â ñèñòåìå

íåò çàÿâîê, ïåðåìåííîé t
y
(k) ïðèñâàèâàåòñÿ áåñêîíå÷íî

áîëüøîå çíà÷åíèå. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ïîäâåðãàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé
îáðàáîòêå ñ ïðèìåíåíèåì ýëåìåíòîâ âûáîðî÷íîãî ìå-
òîäà, òåîðèè êîððåëÿöèîííîãî, äèñïåðñèîííîãî è ôàê-
òîðíîãî àíàëèçà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð ñòîõàñòè÷åñêîé ñåòè â
âèäå ìîäåëè ìóëüòèïðîãðàììíîé ñèñòåìû îïåðàòèâíîé
îáðàáîòêè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 3.

Çäåñü ñèñòåìà 1 ìîäåëèðóåò ðàáîòó ïðîöåññîðà
(ïðîöåññîðîâ), ñèñòåìû 2 è 3 � ðàáîòó âíåøíèõ óñò-
ðîéñòâ: ñåëåêòîðíîãî è ìóëüòèïëåêñíîãî êàíàëîâ. Çàäà-
íèÿ â ñèñòåìó ïîñòóïàþò èç èñòî÷íèêà È è ïîñëå îáñëó-
æèâàíèÿ ïîêèäàþò ñåòü � óõîäÿò âî âíåøíþþ ñðåäó Ñ.
Îïèøåì òå ìîäóëè (áëîêè), êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ñèñòåìû. Ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëó-
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æèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ýòèõ ìîäóëåé. Ïî ñðàâíå-
íèþ ñ âûøåðàññìîòðåííîé ìîäåëüþ ìàññîâîãî îáñëó-
æèâàíèÿ â ýòîì ìîäóëå èñêëþ÷èì áëîêè èçìåðåíèÿ, óï-
ðàâëåíèÿ, óñòàíîâêè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé è ñòàòèñòè÷åñ-
êîãî àíàëèçà, îñòàâèâ òîëüêî áëîê ðåàêöèè íà ïîñòóïëå-
íèå î÷åðåäíîé çàÿâêè è åå óõîä èç ñèñòåìû.

Ïî òåðìèíîëîãèè Áóñëåíêî Í.Ï. áóäåì íàçûâàòü
ýòîò ìîäóëü àãðåãàòîì. Çäåñü âõîä À ñîîòâåòñòâóåò îò-
ðàáîòêå ðåàêöèè íà ïîñòóïëåíèå çàÿâêè â ñèñòåìó, à áëîê
Â � íà óõîä. Ïîñëå ïîñòàíîâêè çàÿâêè íà îáñëóæèâàíèå
èëè â î÷åðåäü óïðàâëåíèå ïåðåäàåòñÿ íà äðóãèå àãðåãà-
òû ÷åðåç âûõîä Ñ, à ïîñëå óõîäà � ÷åðåç Ä. Ïîëíàÿ ñõå-
ìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëè, ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 4.
Çäåñü áëîê È1 ãåíåðèðóåò ïîòîê çàÿâîê ñ çàäàííûìè
ñâîéñòâàìè, à àãðåãàòû, èìåþùèå îäèí âõîä è äâà âû-
õîäà, îáåñïå÷èâàþò âåðîÿòíîñòíûå ðàçâèëêè ñ çàäàííû-
ìè âåðîÿòíîñòÿìè. Èçìåðèòåëüíûå ìîäóëè ìîãóò ïîä-
êëþ÷àòüñÿ ê ðàçëè÷íûì òî÷êàì ìîäåëè è ôèêñèðîâàòü
çíà÷åíèÿ òðåáóåìûõ ïîêàçàòåëåé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ñèñòåìû. Êàê âèäíî èç ïîñëåäíåãî ðèñóíêà, ñõåìà àëãî-
ðèòìà äëÿ ñåòåâîé ìîäåëè ñîõðàíèëà ñâîè îñíîâíûå
÷åðòû òàêèìè æå, êàê è â ñëó÷àå îäèíî÷íîé ÑÌÎ.

Ðàññìîòðåííûé ñïîñîá îïèñàíèÿ ìîäåëè ÑÌÎ è
ñåòè ÑÌÎ íàçîâåì ìåòîäîì àãðåãàòîâ, è çäåñü îñíîâ-
íûìè ýëåìåíòàìè ìîäåëè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ óñòðîéñòâà.
Â êàæäîì óñòðîéñòâå ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå ïàðàìåò-
ðîâ ïîñòóïëåíèÿ è óõîäà, âûáîð íàïðàâëåíèÿ ïåðåäà÷è
çàÿâîê îò äàííîãî óçëà ê äðóãîìó è ïîýòîìó àêòèâíûìè
ýëåìåíòàìè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ óñòðîéñòâà.

Ïðè äðóãîì ïîäõîäå, ðåàëèçîâàííîì â óíèâåðñàëü-
íîì ÿçûêå èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ
ñèñòåì GPSS, íàïðîòèâ, àêòèâíûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþò-
ñÿ çàÿâêè, êîòîðûå ôèêñèðóþò èíôîðìàöèþ î ïåðåìåùå-
íèè ïî îòäåëüíûì ïîäñèñòåìàì ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû.
Äëÿ îïèñàíèÿ ìîäåëè íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì
ïðîõîæäåíèÿ çàÿâêè ÷åðåç óñòðîéñòâà (ïîäñèñòåìû) ìî-
äåëè è äîñêîíàëüíî îïèñàòü âñå âîçìîæíîñòè êàæäîé
çàÿâêè. Ïðè ýòîì ÷åì áîëüøå çàÿâîê ñ èíäèâèäóàëüíûìè
ñâîéñòâàìè, ò. å. ðàçíîòèïíûõ çàÿâîê, òåì ñëîæíåå îïè-
ñàíèå. Â ýòîì ñìûñëå íà ÿçûêå GPSS çàòðóäíÿåòñÿ ìîäå-
ëèðîâàíèå ñèñòåì, â êîòîðûõ óñòðîéñòâà ïî îòíîøåíèþ
ê çàÿâêàì íàäåëåíû ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè.

Äëèòåëüíîñòü èìèòàöèîííîãî ýêñïåðèìåíòà çàâè-
ñèò îò çàäàííîé òî÷íîñòè îöåíîê èñêîìûõ õàðàêòåðèñ-
òèê ìîäåëè. Ïðè íåçàâèñèìûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ è ïðè çàäàííûõ äîâåðèòåëüíîì èíòåðâàëå è
äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè òðåáóåìûé îáúåì âûáîðêè
ðàâåí N=K2D*(Y)/δ2, ãäå Ô(Ê)=ð

ê
 � äîâåðèòåëüíàÿ âåðî-

ÿòíîñòü; Ô(×) � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà; D*(Y) � îöåíêà äèñ-
ïåðñèè âûõîäíîé ïåðåìåííîé; δ � äîâåðèòåëüíàÿ îá-
ëàñòü. Â ñëó÷àå çàâèñèìûõ èñïûòàíèé îöåíêó D*(Y) ñëå-
äóåò óâåëè÷èòü, óìíîæèâ íà ýêâèâàëåíòíîå ÷èñëî çàâè-
ñèìûõ èñïûòàíèé:

∑
=






 −+=

N

i
iýêâ N

N
1

,
1

121 ρ                   (1)

ãäå ρ
i 
� îòíîøåíèå çíà÷åíèÿ êîððåëÿöèîííîãî ìîìåíòà

ê öåíòðàëüíîìó ìîìåíòó âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Ðàññìîòðèì ïðîöåññ èçìåíåíèÿ òåêóùåãî ÷èñëà
çàÿâîê, íàõîäÿùèõñÿ â î÷åðåäè èëè íà îáñëóæèâàíèè â
ñèñòåìå ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ). Íà ðèñóíêå 5
ïîêàçàíà ðåàëèçàöèÿ ïðîöåññà èçìåíåíèÿ î÷åðåäè ê
ÑÌÎ.

Ïóñòü U � äëèòåëüíîñòü ïåðèîäà çàíÿòîñòè, τ
0 
� ïå-

ðèîä ïðîñòîÿ, ñëåäóþùèé çà ïåðèîäîì çàíÿòîñòè. Òîã-
äà ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû (2) ïî âñåì
âîçìîæíûì òðàåêòîðèÿì Y(t) íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè
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Îöåíêó âåëè÷èíû y  íàéäåì ìåòîäîì èìèòàöèîí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî îäíîé äîñòàòî÷íî äëèííîé òðà-
åêòîðèè
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ãäå Ò � äëèòåëüíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ.
Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà (4) ââèäó òîãî, ÷òî ïîäèí-

òåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé, ñâî-
äèòñÿ ê ñóììèðîâàíèþ. Ïðè Ò→∞ îöåíêà (4) ñòðåìèòñÿ
ê îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó (3). Òî÷íîñòü îöåíêè (4) îï-
ðåäåëèì, èñïîëüçóÿ àñèìòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü Y
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ãäå Ê(τ) � êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà Y(t).
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à ïðè τ=0 ïîëó÷èì îöåíêó äèñïåðñèè. Ââåäÿ ïîíÿòèå
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òàíèþ, Ò
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Îòñþäà äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü òî÷íîñòü îöåíêè
ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà çàÿâîê, ïðèáûâàþùèõ â ÑÌÎ,
íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü îöåíêó äèñïåðñèè ( )0
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Îöåíêà âåëè÷èíû (7) ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ òàê æå,
êàê è â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ èçìåðåíèé. Ïåðå÷èñëåííûå
âûøå ïàðàìåòðû íàéäåì ìåòîäîì äèôôóçèîííîé àïï-
ðîêñèìàöèè. Îïóñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè, çàïè-
øåì îöåíêó
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ãäå µλ ττ 11 −=a  � êîýôôèöèåíò ñíîñà ïðîöåññà  X(t);
33
µµλλ ττ DDb +=  � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè;

λτ  è Dl � ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ èíòåðâàëà âðåìåíè
ìåæäó çàÿâêàìè âõîäíîãî ïîòîêà;

µτ  è Dm � ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ âðåìåíè îáñëóæè-
âàíèÿ;
X(t) � äèôôóçèîííûé ïðîöåññ, àïïðîêñèìèðóþùèé
äèñêðåòíûé ïðîöåññ Y(t).
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Ðèñóíîê 5.
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Àëãîðèòìè÷åñêèå àñïåêòû è àïðèîðíûå îöåíêè äëèòåëüíîñòè...Â.Í. Òàðàñîâ, À.À. Àôàíàñüåâ
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè çàäàííîé òî÷íîñòè òðóäî-
åìêîñòü èìèòàöèîííîãî ýêñïåðèìåíòà ñ ìîäåëÿìè ÑÌÎ
áûñòðî âîçðàñòàåò ïðè ρ→1.

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âûðàæàåòñÿ âåëè÷èíîé
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êîòîðàÿ âîçðàñòàåò ïðè ρ→1.
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Äëÿ ïðîñòîãî ïðèìåðà ÑÌÎ â ñëó÷àå Dl=Dm =1,
1=µτ , MT µτ=  è r=0.9, ïîëó÷èì M20=δ , è çíà-
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ñòèæåíèÿ óêàçàííîé òî÷íîñòè ÷èñëî çàÿâîê óìåíüøèò-
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