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Â òåõíîëîãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ïðè âû÷èñëåíèè âíóòðåííèõ âåëè÷èí ïî âíåøíèì
âåëè÷èíàì ìîäåëè âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, îïðå-
äåëÿþò ëè îäíîçíà÷íî ìàòåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøå-
íèÿ ýòè âíóòðåííèå âåëè÷èíû è âîîáùå, âîçìîæ-
íî ëè èõ îïðåäåëèòü? Èíîãäà ýòîò âîïðîñ ìîæåò
áûòü òîëüêî èíòóèòèâíî î÷åâèäíûì èç-çà ôèçè÷åñ-
êîãî ñìûñëà èñïîëüçóåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîîò-
íîøåíèé, è îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ íåêîòîðîé ìàòåìàòè÷åñ-
êîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì êîíñòðóêòèâíîå îïðåäåëåíèå âåê-
òîðíîãî äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ( )tx , ñîñòîÿùå-
ãî â ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå îò ñòîõàñòè÷åñêîãî ðàç-
íîñòíîãî óðàâíåíèÿ ê ñòîõàñòè÷åñêîìó äèôôåðåí-
öèàëüíîìó ïî àíàëîãèè ñ îáûêíîâåííûì äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
ðàçíîñòíîå ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

( ) ( )
kkkkkk1k îxBxAxx +∆=−+ t      (1)

Çäåñü ( )kk xA  � âåêòîð-ôóíêöèÿ, ( )kk xB  � ìàò-
ðèöà,

k
î  âåêòîðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íóëåâûì

âåêòîðîì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è åäèíè÷íîé
ìàòðèöåé âòîðûõ ìîìåíòîâ. Äèñïåðñèÿ âòîðîãî
ñëàãàåìîãî â (1) îïðåäåëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííîé
ìàòðèöåé ( )kk xB ( )kxBT

k . Åå äèàãîíàëüíûå ýëå-
ìåíòû ðàâíû äèñïåðñèÿì êîìïîíåíò âåêòîðà

( )
kkk îxB .

Ïðåäåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) åñòü ñòî-
õàñòè÷åñêèé ïðîöåññ ( )tx , è îíî ñóùåñòâóåò òîëü-

êî ïðè óñëîâèè ( ) ( ) ( ) t t,  lim ∆=
∞→∆

xDxBxB T
k kkk

t
.

Òîãäà óðàâíåíèå (1) â ïðåäåëå ïðè 0→∆t  ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå:

( ) ( ) ( ) tdttdtttd îxBxAx ,, += ,        (2)

ãäå tî  � ñëó÷àéíàÿ âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà ñ íóëåâûì
âåêòîðîì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è åäèíè÷íîé

ìàòðèöåé âòîðûõ ìîìåíòîâ ( )xD t, . Óðàâíåíèå (2)
íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà
äèôôóçèîííîãî òèïà, ãäå dtt /î  � ïðîöåññ «áå-
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Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è
óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà, ÷àñòî èñïîëüçóåìîãî â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Äëÿ ýòîãî ïðèâåäåíî êîíñò-
ðóêòèâíîå îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà.

ëîãî» øóìà. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) ïðè íà÷àëü-
íîì óñëîâèè ( ) 00 xx =t  ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ
äèôôóçèîííûì ïðîöåññîì.

Êîýôôèöèåíòû ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2)
èìåþò ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

Âåëè÷èíà ( ) [ ] tt
t

∆∆=
→∆

/lim,
0

xMxA  íàçûâàåòñÿ

âåêòîðîì ïåðåíîñà äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà, à

( ) [ ] tt
t

∆∆∆=
→∆

/lim,
0

TxxMxD  íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé

äèôôóçèè. Êîìïîíåíòû ýòîãî âåêòîðà è ìàòðèöû
íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòàìè ïå-
ðåíîñà è äóôôèçèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )00 ,/, tt xxù  ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ îðäèíàòû äèôôóçèîííîãî ïðîöåñ-
ñà, îïðåäåëÿåìîãî ðåøåíèåì ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ (2) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè ( ) 00 xx =t , à ÷å-
ðåç ( )dt,/ xyπ  � ïåðåõîäíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè íà èíòåðâàëå âðåìåíè dt . Ïîñëåäíÿÿ
ðàâíà óñëîâíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷è-
íû, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2) ñ ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ( )dtt xAx ,+  è ìàòðèöåé
âòîðûõ ìîìåíòîâ ( )dtt xD , . Áëèçîñòü äèñïåðñèé ê
íóëþ îçíà÷àåò áëèçîñòü óñëîâíîé ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ê îáîáùåííîé äåëüòà-
ôóíêöèè. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñ-
òè ïîëó÷èì

( ) ( ) ( )∫=+ dxdttdtt ,/,, xyxy πωω .     (3)

Ïðåîáðàçóåì ñîîòíîøåíèå (3), èñïîëüçóÿ ïðà-
âèëà îáðàùåíèÿ ñ îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè è ââå-

äÿ ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ( )yϕ , îáëàäàþùåé äî-
ñòàòî÷íûì ÷èñëîì íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Óìíîæèâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (3) íà ýòó ôóíê-
öèþ è èíòåãðèðóÿ ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì
àðãóìåíòà, ïîëó÷èì:

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ 


=+ .,,, xyy
x

yxyyy dddttddtt ϕπωϕω

Âíóòðåííèé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ñîâïà-
äàåò ñ óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ôóí-
êöèè ϕ(y). Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèáëèæåííîé ôîðìó-
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ëîé âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíê-
öèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ:

( )[ ] ( ) ( ) ( ) .
1,

,
2

2

1
∑

= ∂
∂+≈

m

ji
dttijD

jyiy
x

y
yyM

ϕϕϕ  (4)

Ïîäñòàâèâ (4) âìåñòî âíóòðåííåãî èíòåãðàëà
â (3) ïîëó÷èì ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà
ìàëîñòè dt

( ) ( ), ddtt∫ ≈+ yyy ϕω

≈ ( ) ( ) ( ) ( ),,
1

dtt
x

t
m

i
i

i
∫ ∑






+

∂
∂

+
=

xA
x

xx
ϕϕω

( ) ( ) .,
2

1

1,

2

dxdttD
xx

m

ji
ij

ji
∑







∂∂
∂

+
=

x
xϕ

         (5)

Âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì êðàòíûõ
èíòåãðàëîâ è ïîëàãàÿ ôóíêöèþϕ è åå ïðîèçâîäíûå

iy∂
∂ϕ

 ðàâíûìè íóëþ íà ãðàíèöå îáëàñòè èíòåãðè-

ðîâàíèÿ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

( )∫ ∑ ∑ ≈












∂∂

∂
−

∂
∂

+
∂
∂

= =
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2

1

1 1,

2

dtd
xx

D

x

A

t

m

i

m

ji ji

ij

i

i xx
ωωωϕ  (6)

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
ôóíêöèè ϕ(x) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∑ ∑
= = ∂

∂
+

∂
∂−=

∂
∂ m

i

m

ji ji

ij

i

i

xx

D

x

A

t 1 1,

2

2

1 ωωω
,           (7)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì óðàâíåíèåì Êîëìîãî-
ðîâà äëÿ íåïðåðûâíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà äèô-
ôóçèîííîãî òèïà. Çäåñü m � ðàçìåðíîñòü ìíîãîìåð-
íîãî äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà. Óðàâíåíèå (7) îò-
íîñèòñÿ ê ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ. Ñâîéñòâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êîë-
ìîãîðîâà çàâèñÿò îò ñâîéñòâ ïîëîæèòåëüíîé îïðå-
äåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

( ) ( )∑
=

=
m

ji
jxixtijDL

1,
,,

2

1
xx   1=x .      (8)

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå äëÿ ïîòîêà âåðîÿòíî-
ñòè

mi
m

j ix

ijD

iAiP ,...2,1,
12

1 =∑
= ∂

∂
−=

ω
ω .      (9)

â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ïåðâàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ ïîòîêà âåðîÿòíîñòè â (9) íàçûâàåòñÿ ðåãó-
ëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé, à A

i
 � ïðîåêöèåé åå ñêîðîñ-

òè íà ñîîòâåòñòâóþùóþ êîîðäèíàòíóþ îñü. Âòî-

ðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, íàçûâàåìàÿ äèôôóçèîííîé,
ñîîòâåòñòâóåò õàîòè÷íîìó ïåðåìåùåíèþ «âåðîÿò-
íîñòíîé ìàññû» îò áîëüøèõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè
ê ìåíüøèì ïî àíàëîãèè ñ êîíöåíòðàöèåé âåùåñòâà.
Äèôôóçèîííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ýë-
ëèïñîèäîì ðàññåèâàíèÿ, óðàâíåíèå êîòîðîãî îïðå-
äåëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé (8). Åñëè êâàäðà-
òè÷íàÿ ôîðìà (8) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà
( ( ) 0fxQ  ïðè 1=x ), òî ýëëèïñîèä ðàññåèâàíèÿ
íå âûðîæäåí è äèôôóçèîííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïî-
òîêà îòëè÷íà îò íóëÿ äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî íàïðàâëåíèÿ. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëü-
êî ýòîò ñëó÷àé. Òîãäà ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ Êîëìîãîðîâà ñëåäóåò èç êîíñòðóêòèâíîãî
îïðåäåëåíèÿ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà.

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà îáåñïå÷è-
âàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè (íà÷àëüíûìè
è ãðàíè÷íûìè). Äëÿ óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà (7)
íà÷àëüíîå óñëîâèå â âèäå äåëüòà-ôóíêöèè

( ) ( )0, xxtx −→ δω  ïðè t→t
0
 äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðå-

äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé âåêòîðà ñîñòîÿíèé äèôôó-
çèîííîãî ïðîöåññà ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ñ íà-
÷àëüíûì çíà÷åíèåì îðäèíàòû, ðàâíûì x

0
.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàâèñÿò îò ïîâåäåíèÿ
òðàåêòîðèè äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà â ìîìåíò
äîñòèæåíèÿ åþ ãðàíèöû îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà-
÷åíèé. Ïóñòü Q � îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé
âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà è Ã åå
ãðàíèöà. Âíóòðè îáëàñòè Q ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿ-
åò óðàâíåíèþ (7), à íà ãðàíèöå Ã� ãðàíè÷íîìó óñ-
ëîâèþ. Åñëè îáëàñòü Q íå îãðàíè÷åíà, òî â áåñêî-
íå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
ω( x ,t) äîëæíà áûñòðî óáûâàòü äî íóëÿ. Ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (7) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè

( ) ( )00, xxx −= δω t  íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûì ðåøåíèåì è êàê ïîêàçàíî â /3/, îíî äëÿ äâó-
ìåðíîãî ïðîöåññà ( ) ( ){ }txtx 21 ,  ïðè ( ) 101 0 xx =
è ( ) 202 0 xx =  èìååò âèä:

,
,,

2010

21 =



xx

txxf

( )
2

exp
2

1

1

2
1101

21 




−

−−
−=

tb

taxx

bbtπ

( )
,

2 2

2
2202





−−
−

tb

taxx
                  (10)

ãäå à
1
 è à

2
 � êîýôôèöèåíòû ñíîñà ïðîöåññîâ x

1
(t) è

x
2
(t) ñîîòâåòñòâåííî, à b

1
 è b

2
 � êîýôôèöèåíòû äèô-

ôóçèè.

Òåõíè÷åñêèå íàóêè
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Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ÷àùå âñåãî èìåþò ìåñ-
òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîãëîùåíèÿ è îòðàæåíèÿ.
Ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïîãëîùåíèÿ ôèçè÷åñêè îçíà-
÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ïðè
ïåðâîì ïîïàäàíèè íà ãðàíèöó îñòàåòñÿ â ýòîé òî÷-
êå. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïîãëîùåíèÿ èìååò âèä

( ) 0→tx,ω  ïðè Ãx → , èëè ( ) 0=
Ã

tx,ω  ïðè óñ-
ëîâèè íåâûðîæäåííîñòè äèôôóçèîííîé ñîñòàâëÿ-
þùåé ïîòîêà âåðîÿòíîñòè.

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå îòðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò
òàêîìó ïîâåäåíèþ òðàåêòîðèè äèôôóçèîííîãî ïðî-
öåññà âáëèçè ãðàíèöû, ïðè êîòîðîì ïîòîê âåðîÿò-

íîñòè ÷åðåç ãðàíèöó ðàâåí íóëþ ∑
=

→Ρ=Ρ
m

i
ii

1

0νν

ïðè Ãx → , ãäå ν � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå â
òî÷êå x, ïðè÷åì 1=ν . Ýòî æå óñëîâèå äëÿ óðàâíå-

íèÿ (7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ( ) 0, =
Ã

tqrad xω .

 Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

ïîãëîùåíèÿ íà ãðàíèöå 1Ã  è îòðàæåíèÿ � íà ãðà-

íèöå 2Ã äëÿ äâóìåðíîãî äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà

( ) ( ){ }txtx 21 , .

___________________________
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èìåòü âèä /11/ è îíî åäèíñòâåííî.
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Ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊîëìîãîðîâàÂ.Í. Òàðàñîâ


