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Ïðè òå÷åíèè ëàìèíàðíîãî ïîòîêà â êðóãëîöè-
ëèíäðè÷åñêîé òðóáå, òàêæå êàê è â ïëîñêîì êàíà-
ëå,  íà ñòåíêàõ îò âõîäíîãî ñå÷åíèÿ òðóáû íà÷èíà-
þò ðàçâèâàòüñÿ äèíàìè÷åñêèå ïîãðàíè÷íûå ñëîè,
êîòîðûå ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò íåãî óòîëùàþòñÿ  è
íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè ñìûêàþòñÿ. Ó÷àñòîê òðó-
áû îò âõîäíîãî ñå÷åíèÿ äî ñå÷åíèÿ ïîëíîãî ñëèÿ-
íèÿ ëàìèíàðíûõ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ íàçûâàþò íà-
÷àëüíûì ó÷àñòêîì, èëè ó÷àñòêîì äèíàìè÷åñêîé
ñòàáèëèçàöèè òå÷åíèÿ.

Íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå ýïþðà ñêîðîñòè ïîòîêà
íåïðåðûâíî äåôîðìèðóåòñÿ îò îäíîðîäíîé íà âõî-
äå äî ïàðàáîëè÷åñêîé íà âûõîäå, âèä êîòîðîé îï-
ðåäåëÿåòñÿ òå÷åíèåì Ïóàçåéëÿ
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Çà íà÷àëüíûì ó÷àñòêîì äLx >  ýïþðà ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñêîðîñòåé ïîòîêà ñòàáèëèçèðîâàíà, ò. å.
îñòàåòñÿ íåèçìåííîé ïî âñåé äëèíå òðóáû.

Äëÿ ðàñ÷åòà äëèíû íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà è äðó-
ãèõ ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ ïðèìåì ôèçè÷åñêè îïðàâ-
äàííîå äîïóùåíèå î ïîäîáèè ïîëÿ ñêîðîñòåé â
ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïîëþ ñêîðîñòåé ïóàçåéëåâà òå-
÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè
ëàìèíàðíîãî ñòàáèëèçèðîâàííîãî òå÷åíèÿ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå
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ñëåäîâàòåëüíî, ïðè àôèííîì ïîäîáèè ïðîôèëåé
ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé ïî ïîãðàíè÷íîìó ñëîþ
áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òàêèì æå çàêîíîì
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ãäå )x(U � ñêîðîñòü â ÿäðå ïîòîêà íà íà÷àëüíîì

ó÷àñòêå, à ç � îáîáùåííàÿ ïåðåìåííàÿ.
Çàäà÷à î íà÷àëüíîì ó÷àñòêå ðåøàåòñÿ ïðèìå-

íåíèåì òðåõ çàêîíîâ: çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû
(ðàñõîäà),  èìïóëüñà è ýíåðãèè.

À. Ï. Âàñèëüåâ

ÐÀÑ×ÅÒ ÍÅÑÒÀÁÈËÈÇÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ
ÒÅ×ÅÍÈß ËÀÌÈÍÀÐÍÎÃÎ ÏÎÒÎÊÀ

Â ÊÐÓÃËÎÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÐÓÁÅ
Ìåòîäàìè òåîðèè ëàìèíàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ðàññìîòðåíî òå÷åíèå íà ó÷àñòêå ñòàáèëèçàöèè â

êðóãëîöèëèíäðè÷åñêîé òðóáå. Ïóòåì ðåøåíèÿ ñîîòâåòñâþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíà
èíôîðìàöèÿ îá îñíîâíûõ ïàðàìåòðàõ òå÷åíèÿ. Ïðåäëîæåíû ðàñ÷åòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äëèíû íà÷àëü-
íîãî ó÷àñòêà è ïîòåðü äàâëåíèÿ, âû÷èñëåí êîýôôèöèåíò Êîðèîëèñà íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå ïîòîêà.
Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ýñïåðèìåíòà.

Óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà îáúåìíîãî ðàñõîäà
æèäêîñòè â ëþáîì ñå÷åíèè    çàïèøåì â âèäå
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ãäå âûðàæåíèå ñïðàâà � ðàñõîä æèäêîñòè íà âõîäå

â êàíàë, à 0U  � ñêîðîñòü ïîòîêà  â ýòîì ñå÷åíèè.

Ïðîôèëü ñêîðîñòè (45) äàåò âîçìîæíîñòü ðàñ-
ñ÷èòàòü ðàñõîä æèäêîñòè â ÿäðå ïîòîêà â ëþáîì
ñå÷åíèè íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà x:
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Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûðàæåíèÿ óðàâíåíèå ðàñõî-
äîâ ïðåîáðàçóåì ê âèäó

RR

)x(

6

1

R

)x(

3

2
1

)x(U

U
2

0 




 δχ=





 δ+δ−= ,    (4)

ãäå ( )Rδχ � ðàñõîäíàÿ ôóíêöèÿ.

Â òî÷êå ñìûêàíèÿ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ

1R =δ  è 21)1( =χ , ò. å. ñêîðîñòü íà îñè ïîòîêà â

äâà ðàçà áîëüøå ñðåäíåé, êàê è â òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ çàâèñèìîñòè òîëùèíû

ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïî äëèíå òðóáû îáðàòèìñÿ ê
çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, êîòîðûé â ïðîåêöèè
íà íàïðàâëåíèå òå÷åíèÿ çàïèøåì òàê:
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ãäå )x(Ê  � ïîòîê èìïóëüñà ìàññû â ñå÷åíèè x;

)x(wτ � íàïðÿæåíèå âÿçêîãî òðåíèÿ íà ñòåíêå

òðóáû;

)x(p  � äàâëåíèå â ñå÷åíèè x, ïðè÷åì äàâëåíèå

íå çàâèñèò îò òåêóùåãî ðàäèóñà (äîïóùåíèå
îäíîìåðíîñòè òå÷åíèÿ).

Äëÿ ïîòîêà èìïóëüñà â ñå÷åíèè x íàéäåì
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Çäåñü  ( )Rδφ � ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ.

Â òî÷êå ñìûêàíèÿ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ

1R =δ  è ïîòîê èìïóëüñà â ýòîì ñå÷åíèè ïî âûðà-
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Â òî÷íîñòè òàêîé æå èìïóëüñ ïåðåíîñèò è îñ-
ðåäíåííûé ïîòîê. Îòíîøåíèå ýòèõ ïîòîêîâ èì-
ïóëüñà äàåò êîýôôèöèåíò Áóññèíåñêà (êîððåêòèâ
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ):
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Ïîäñòàâëÿÿ ïîòîêè èìïóëüñîâ (5) è (6) â çàêîí
ñîõðàíåíèÿ, ïîëó÷èì
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Âíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïîòîê ïðåäñòàâëÿåò
èäåàëüíóþ æèäêîñòü è äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî óðàâ-
íåíèå Áåðíóëëè
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Çàìåíÿÿ â óðàâíåíèè (7) ïåðåïàä äàâëåíèé,
ïðèâåäåì åãî ê âèäó
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Çàìåíèì îòíîøåíèå ñêîðîñòåé çäåñü ïî óðàâ-
íåíèþ ðàñõîäîâ (4) è ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó-
÷åííîå âûðàæåíèå ïî ïåðåìåííîé x, òîãäà íàéäåì

.
UR

2

Rd

d2

1
2

2
0

w
2

2 ρ
τ

−=




 δ

ζχ






 −φχ′−χφ′

     (8)

Íàïðÿæåíèå òðåíèÿ íà ñòåíêå wτ  âû÷èñëèì

ïî ïðîôèëþ ñêîðîñòè (1),

,
)x(

)x(U
2

dy

du

0y

w δ
µ=µ=τ

=

òîãäà óðàâíåíèå (8) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

,
R2
L

Re
32

Rd
d2

1
2 2

2 −=




 δ

ζχ






 −φχ′−χφ′
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Çäåñü ôóíêöèè P(y) è Q(y) îïðåäåëåíû òàê:

,y
6

1
y

3

2
1)y()y(P +−=χ=

.y
15

4
y

15

14
1)y()y(Q +−=φ=

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå â óðàâíåíèå (9), ñâåäåì
åãî ê êâàäðàòóðå
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Â êîíöå íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà y=1, ò. å. âåðõ-
íèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ñëåäóåò ïîëîæèòü

Ðàñ÷åò íåñòàáèëèçèðîâàííîãî òå÷åíèÿ ëàìèíàðíîãî ïîòîêà â êðóãëîöèëèíäðè÷åñêîé òðóáåÀ. Ï. Âàñèëüåâ
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ðàâíûì α=1, ζ= ζ
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Äëèíà íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

.02877,0
48
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äðóãîé èíôîðìàöèè î òå÷åíèè
íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå öåëåñîîáðàçíåå íåïîñðåä-
ñòâåííî ÷èñëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (9)
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: ïðè ζ=0, y=0, ò. ê. îáùåå
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ õîòÿ  è
ñóùåñòâóåò, íî îíî ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêîå.

Íà ðèñóíêå 1 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (9), ïîëó÷åííûå
ïðè ñëåäóþùèõ èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ âîäû: ñêî-
ðîñòü íà âõîäå â öèëèíäðè÷åñêóþ òðóáó U

0
=0,2 ì,

ðàäèóñ òðóáû R=0,005 ì, äëèíà òðóáû L=1 ì, êè-
íåìàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè ν=10-6 ì2/ñ.
×èñëî Ðåéíîëüäñà ïîòîêà, ïîäñ÷èòàííîå ïî äèà-
ìåòðó, ïðè ýòîì ñîñòàâëÿëî Re=2000. Ðàñ÷åò ïî
ôîðìóëå (11) äëÿ äëèíû íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà äàåò
çíà÷åíèå L

íà÷
=0,02877*2R*Re=0,575 ì, ÷òî ñîîòâåò-

ñòâóåò ïðèâåäåííîé êîîðäèíàòå ñå÷åíèÿ
ζ

íà÷
=L

íà÷
/L=0,575. Èç ïðåäñòàâëåííûõ ãðàôèêîâ òàê-

æå âèäíî, ÷òî ïðè ζ=0,575 òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî
ñëîÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ðàäèóñó, à  ñêîðîñòü â èñ-
÷åçàþùåì ÿäðå ïîòîêà U=2U

0
.

Çàäà÷à î òå÷åíèè íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå íåî-
äíîêðàòíî ðàññìàòðèâàëàñü â ëèòåðàòóðå. Òàê, â  [1]
äëÿ äëèíû íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà L

íà÷
/(d⋅Re) ïîëó÷å-

íî çíà÷åíèå 0,029, àâòîð [2] äëÿ íåå ïðèâîäèò âå-
ëè÷èíó 0,023, â  [3] ìîæíî íàéòè çíà÷åíèå 0,04, à â
[4] ýòîò ïàðàìåòð îöåíèâàåòñÿ çíà÷åíèåì 0,03.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äëèíà íà÷àëüíîãî
ó÷àñòêà ÷óâñòâèòåëüíà ê çàäàâàåìîìó çàêîíó ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé â ïîãðàíè÷íîì ñëîå, ÷òî è
ïðèâîäèò, âèäèìî, ê íåêîòîðîìó ðàçáðîñó â îïðå-
äåëåíèè äëèíû íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà.

Ðàññìîòðèì òàêæå âîïðîñ î ãèäðàâëè÷åñêèõ
ïîòåðÿõ íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå òðóáû. Ïðè ýòîì
ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ïîòåðè äàâëåíèÿ îáóñ-
ëîâëåíû äâóìÿ ïðè÷èíàìè: ñ îäíîé ñòîðîíû, ïà-
äåíèå äàâëåíèÿ ïî ïîòîêó ñâÿçàíî ñ óñêîðåíèåì
ïîòîêà â ÿäðå � ýòî îáðàòèìàÿ «ïîòåðÿ» äàâëåíèÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîòåðè äàâëåíèÿ âûçâàíû äåé-
ñòâèåì âÿçêèõ ñèë íà ñòåíêàõ òðóáû � ýòî íåîáðà-
òèìàÿ (äèññèïàòèâíàÿ) ïîòåðÿ äàâëåíèÿ. Áóäåì
ïîíèìàòü ïîä ïîòåðÿìè äàâëåíèÿ íà íà÷àëüíîì
ó÷àñòêå òðóáû èìåííî ýòó ñîñòàâëÿþùóþ. Äëÿ ýòîé
ñîñòàâëÿþùåé ïîòåðü äàâëåíèÿ ìîæíî íàïèñàòü
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
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ãäå y=y(ζ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) íà îòðåçêå [0;].

Ïîòåðè äàâëåíèÿ ïðè ñòàáèëèçèðîâàííîì òå-
÷åíèè íà ó÷àñòêå òàêîé æå äëèíû îïðåäåëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëå Ïóàçåéëÿ
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Ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé ζ â ýòîì âû-
ðàæåíèè íà y ïî óðàâíåíèþ (9), à ζ

íà÷
 çàìåíèì ïî

ôîðìóëå (11), òîãäà äëÿ êîýôôèöèåíòà óâåëè÷åíèÿ
ïîòåðü íàéäåì ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü, ñïðàâåä-
ëèâóþ äëÿ κ≤1
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Òàê, â êîíöå íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà κ=1, è ðàñ÷åò
ïî ýòîìó âûðàæåíèþ äàåò K(1)=1,2671, ò. å. ïîòå-
ðè íà âñåé äëèíå íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà ïðèìåðíî íà
25% áîëüøå, ÷åì ïðè ñòàáèëèçèðîâàííîì òå÷åíèè
íà ó÷àñòêå ýòîé æå äëèíû. Ïðè ðàñ÷åòå ïîòåðü äàâ-
ëåíèÿ â êîðîòêèõ êàíàëàõ L<L

íà÷
 çíà÷åíèÿ Ê ñëå-

äóåò íàõîäèòü ïî ãðàôèêó ðèñóíêå 2, ëèáî ðàññ÷è-
òûâàòü ïî ïðèâåäåííîé ôîðìóëå.

Èç ïðåäñòàâëåííîãî ãðàôèêà âèäíî, ÷òî ïîòå-
ðè äàâëåíèÿ â êîðîòêèõ êàíàëàõ ìîãóò ìíîãîêðàò-
íî ïðåâûøàòü ïîòåðè, ðàññ÷èòàííûå ïî ôîðìóëàì
ñòàáèëèçèðîâàíîãî òå÷åíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
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íàéäåííîå çíà÷åíèå K=1,267 îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâå-
äåííîãî  â [1] K=1,09.

Äëÿ ïîòåðü äàâëåíèÿ â òðóáàõ ñ äëèíàìè L>L
íà÷
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Çäåñü y=y(ζ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9). Â êîíöå
íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà ïîãðàíè÷íûå ñëîè ñîìêíóëèñü
è y=1, òîãäà äëÿ êîýôôèöèåíòà Êîðèîëèñà íàõîäèì
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Â äðóãèõ ñå÷åíèÿõ çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà
Êîðèîëèñà õàðàêòåðèçóåò ãðàôèê, ïðåäñòàâëåííûé
íà ðèñóíêå 3.
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Ðèñóíîê 2. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà óâåëè÷åíèÿ
ïîòåðü äàâëåíèÿ K(z) ïî äëèíå íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà z
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Ðèñóíîê 3. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà Êîðèîëèñà íåñòàáè-
ëèçèðîâàííîãî ïîòîêà ïî äëèíå íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû óòî÷íÿþò èçâåñòíûå
ôîðìóëû òåõíè÷åñêîé ìåõàíèêè æèäêîñòåé.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðî-
âåðêè ðàñ÷åòà äëèíû íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà ïî ôîð-
ìóëå (11).

Îïûòû ïðîâîäèëèñü â ëàáîðàòîðèè êàôåäðû
«Ãèäðîìåõàíèêè» íà óñòàíîâêå ïî äåìîíñòðàöèè
ðåæèìîâ òå÷åíèÿ æèäêîñòåé, âêëþ÷àþùåé íàïîð-
íûé áàê, ñòåêëÿííóþ òðóáêó, ðåãóëÿòîð ðàñõîäà, à
òàêæå ñèñòåìó ïîäà÷è ïîäêðàøåííîé æèäêîñòè â
îñíîâíîé ïîòîê âîäû.

Âî âõîäíîì ñå÷åíèè ñòåêëÿíííîé òðóáêè, çà-
ïîëíåííîé âîäîé,  ïðè ïåðåêðûòîì ñå÷åíèè ñî-
çäàâàëàñü ïðîáêà ïîäêðàøåííîé æèäêîñòè. Ïðè
îòêðûòèè ñå÷åíèÿ âîçíèêàë ëàìèíàðíûé ðåæèì
òå÷åíèÿ è ïðîáêà íà÷èíàëà äåôîðìèðîâàòüñÿ ê ïà-
ðàáîëîèäó âðàùåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì
ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé. Ïðîöåññ äåôîðìàöèè
ïðîáêè ñíèìàëñÿ íà âèäåîêàìåðó. Ïðè ïîêàäðî-

Ðàñ÷åò íåñòàáèëèçèðîâàííîãî òå÷åíèÿ ëàìèíàðíîãî ïîòîêà â êðóãëîöèëèíäðè÷åñêîé òðóáåÀ. Ï. Âàñèëüåâ
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âîì ïðîñìîòðå ôèêñèðîâàëñÿ ìîìåíò çàâåðøåíèÿ
äåôîðìàöèè ïðîáêè, è ïî øêàëå, ðàñïîëîæåííîé
ðÿäîì ñî ñòåêëÿííîé òðóáêîé, îïðåäåëÿëîñü åå ïî-
ëîæåíèå îò âõîäíîãî ñå÷åíèÿ. Îäíîâðåìåííî â
ýòîì îïûòå èçìåðÿëñÿ ðàñõîä æèäêîñòè â óñòàíîâ-
êå. Òàê, â îïûòå áûëî íàéäåíî, ÷òî ïîäêðàøåí-
íàÿ ïðîáêà  ïðåâðàùàëàñü â ïàðàáîëîèä âðàùå-
íèÿ íà ðàññòîÿíèè L=0,31 ì � äëèíà íà÷àëüíîãî
ó÷àñòêà � ïðè âðåìåíè çàïîëíåíèÿ ìåðíîãî îáúå-
ìà V=0,5*10-3 ì3 çà τ=60 ñåê. ïðè äèàìåòðå òðóá-
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êè d=0,020 ì. Êèíåìàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿç-
êîñòè âîäû ñîñòàâëÿë ν=10-6 ì2/ñ, à ÷èñëî Ðåéíîëü-
äñà â îïûòå áûëî Re=530. Ðàñ÷åò äëèíû íà÷àëü-
íîãî ó÷àñòêà ïî ôîðìóëå (11) äàåò çíà÷åíèå
L

íà÷
=0,30 ì, ÷òî â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè èçìåðå-

íèé ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíî íàéäåííîé
äëèíå L=0,31 ì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà
õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè îïûòîâ è ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàí â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñ÷åòàõ.
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