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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîòîê âÿçêîé ýëåêòðîïðîâîä-
íîé æèäêîñòè ñ ìîíîäèñïåðñíûìè ïóçûðüêàìè èäå-
àëüíîãî ãàçà, ïðîòåêàþùèé â ñêðåùåííûõ îäíîðîä-
íîì ìàãíèòíîì è ýëåêòðè÷åñêîì ïîëÿõ. Ýôôåêòàìè
ñëèïàíèÿ, äðîáëåíèÿ, âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïó-
çûðüêàìè, ýíåðãèåé èõ õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, à
òàêæå êàïèëëÿðíûìè ýôôåêòàìè íà ãðàíèöå ðàçäå-
ëà ôàç ïðåíåáðåãàåì.

Èíòåðåñ äëÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâ-
ëÿþò çàäà÷è îáòåêàíèÿ è òåïëîîáìåíà íà òâåðäîé
ïîâåðõíîñòè, ðåøèòü êîòîðûå óäàåòñÿ â ðàìêàõ
ïðåäñòàâëåíèé î ïîãðàíè÷íîì ñëîå [1].

Ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà òàêèõ òå÷å-
íèé îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèìåíåíèè èíòåãðàëüíûõ
ñîîòíîøåíèé èìïóëüñà è ýíåðãèè [2],  êîòîðûå
ïðèìåíèòåëüíî ê äâóõôàçíûì òå÷åíèÿì èìåþò îò-
ëè÷èÿ îò ñâîèõ îäíîôàçíûõ àíàëîãîâ. Âûâåäåì ýòè
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ íà ïëîñêîé
ïîâåðõíîñòè.

Ïðîâåäÿ îöåíêó ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ â óðàâíå-
íèÿõ èìïóëüñîâ ôàç [3], äëÿ ïëîñêîãî óñòàíîâèâ-
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Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ èíäåêñ «1» îòíîñèòñÿ ê
æèäêîé (íåñóùåé) ôàçå, à «2» – ê äèñïåðñíîé (ïó-
çûðüêàì ãàçà), iá  � îáú¸ìíîå ñîäåðæàíèå i-ôàçû,
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r

– cèëà âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìåæäó ôàçàìè, îáóñëîâëåííàÿ ñêîðîñò-
íîé íåðàâíîâåñíîòüþ ôàç è îïðåäåëÿåìàÿ ìîäåëüþ
ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (ýëåêòðîìàãíèòíîå âû-
òàëêèâàíèå, ñîïðîòèâëåíèå îáòåêàíèþ, ñèëà Ìàã-
íóñà èëè Æóêîâñêîãî, ñèëà èíåðöèè ïðèñîåäèíåí-
íûõ ìàññ è äð.) [3].

Â ñëó÷àå, åñëè ñðåäè ñèë 12F
r

 íåò ïîïåðå÷íûõ,
òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)-(4) ìåòîäàìè òåîðèè ïî-
ãðàíñëîÿ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó[4]:
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Çàìå÷àòåëüíîé îñîáåííîñòüþ èíòåãðàëüíîãî
ñîîòíîøåíèÿ èìïóëüñîâ (7) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âñå
ìíîãîîáðàçèå ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
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âàåòñÿ â í¸ì ÷åðåç èíòåãðàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó
� êîýôôèöèåíò ïðîñêàëüçûâàíèÿ ôàç S.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè S = const  óðàâíå-

íèå (7) ïî ôîðìå çàïèñè ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëüíûì
ñîîòíîøåíèåì Êàðìàíà [4].

Âûâåäåì òàêæå èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå
ýíåðãèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ
ïðèòîêà òåïëîòû [3], êîòîðîå â ïðèáëèæåíèè ïî-
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 Â ïðèáëèæåííîì ìåòîäå ðàñ÷åòà ïîãðàíñëîÿ
äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (7) è (9) çàäàþòñÿ
ïðîôèëÿìè ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû. Â ñëó÷àå äè-
íàìè÷åñêîãî ïîãðàíñëîÿ ïðîôèëè ñêîðîñòåé ôàç
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Ïðè çàäàííûõ ïðîôèëÿõ (10) è (11) è ïàðàìåò-
ðàõ SU ′′    è  ñèñòåìà óðàâíåíèé (7) è (9) ìîæåò
èíòåãðèðîâàòüñÿ ÷èñëåííî. Â ñëó÷àå îáòåêàíèÿ
ïëàñòèíû áåçãðàäèåíòíûì ïîòîêîì îíà äîïóñêàåò
ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèâ â óðàâíåíèÿõ (7) è (9)
0S,0U =′=′ , ïåðåïèøåì èõ â âèäå
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Çäåñü, â óðàâíåíèè (13), ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
ää <ò .

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12)
äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ïðîôèëè
ñêîðîñòè äàþò âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü òîëùèíó
ïîòåðè èìïóëüñà è, ïðè óñëîâèè 1ñ* >> , äàþò
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ïîäñòàâëÿÿ ýòó òîëùèíó â óðàâíåíèå (12) è ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî ïðè x=0 δ=0, ïîëó÷àåì ðåøåíèå
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á1

xä
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Çäåñü constá1á 21 =−= .
Ïðè 0á2 =  ðåøåíèå (14) ïåðåõîäèò â ñâîé

îäíîôàçíûé àíàëîã [2]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â
ïîëó÷åííîå ðåøåíèå íå âõîäÿò ñèëû, îòâåòñòâåí-
íûå çà ñêîðîñòíóþ íåðàâíîâåñíîñòü. Ýòî îáúÿñíÿ-
åòñÿ òåì, ÷òî èíôîðìàöèÿ  î ìåæôàçíîì âçàèìî-
äåéñòâèè õðàíèòñÿ â òîëùèíå ïîòåðè èìïóëüñîâ
äèñïåðñíîé ôàçû **

2ä , êîòîðàÿ èç-çà áîëüøîãî çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà *ñ  ñòàíîâèòñÿ íåñóùåñòâåííîé.
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå (14) ìîæíî áûëî áû íà-
çâàòü áåçèíåðöèîííûì.

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè òîë-
ùèíû äâóõôàçíîãî è îäíîôàçíîãî äèíàìè÷åñêîãî
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ: êðèâàÿ 1 � ïðèâåäåííàÿ òîë-
ùèíà L)x(ä  îäíîôàçíîãî, à 2 � äâóõôàçíîãî ïî-
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïî äëèíå ïëàñòèíû: Lxæ = ,
L � äëèíà ïëàñòèíû. Òîëùèíà äâóõôàçíîãî ñëîÿ
ðàññ÷èòûâàëàñü ïðè ãàçîñîäåðæàíèå 10á2 = % , ïà-
ðàìåòðû æèäêîé ôàçû ñîîòâåòñòâîâàëè âîäå ïðè
òåìïåðàòóðå 500Ñ.

Ðàñ÷åò ëàìèíàðíîãî  äâóõôàçíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà ïëàñòèíå íà îñíîâå...À. Ï. Âàñèëüåâ
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Ðèñ. 1. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû
d/L ëàìèíàðíîãî äèíàìè÷åñêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ
îò ïðèâåäåííîé äëèíû z=x/L: 1 � îäíîôàçíûé, 2 �
äâóõôàçíûé ëàìèíàðíûå ïîãðàíè÷íûå ñëîè.

Ïðèâåäåííûå ãðàôèêè ïîêàçûâàþò, ÷òî äèñ-
ïåðñíàÿ ôàçà â íåñóùåì ïîòîêå ïðèâîäèò ê óâåëè-
÷åíèþ òîëùèíû äèíàìè÷åñêîãî ïîãðàíè÷íîãî
ñëîÿ.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ òåïëîâîãî ïî-
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ íóæíî ó÷èòûâàòü äâå âîçìîæíîñ-
òè: òåïëîâîé ïîãðàíñëîé óòîïëåí â äèíàìè÷åñêîì

ää <ò  è òåïëîâîé ñëîé òîëùå äèíàìè÷åñêîãî
ää >ò .

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé, èìåþùèé ìåñòî
ïðè ÷èñëå Ïðàíäòëÿ 1ëcñíPr 0

1
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0
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0
1 ≥= � îáû÷íûå

æèäêîñòè.
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� ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëàì Ïîìåðàíöåâà, Ïåêëå, Ýê-
êåðòà è Ðåéíîëüäñà, òî óðàâíåíèå (13) ïðèíèìàåò
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Èñïîëüçóÿ ïðîôèëè ñêîðîñòåé è òåìïåðàòóðû,
ðàññ÷èòàåì  âõîäÿùèå â ýòî âûðàæåíèå òîëùèíû
è èíòåãðàë.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå òåï-
ëîâîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è ó÷èòûâàÿ ðåøåíèå
(14), ñâåäåì åãî ê ôóíêöèè h(x):
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ãäå  Lxæ =  � ïðèâåäåííàÿ ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíà-

òà, à ôóíêöèè îò h îïðåäåëåíû ñëåäóþùèìè âûðà-
æåíèÿìè

( ) ( ) ,7
h1h2h,14

h1hh
222 


 −=


 −= ØÖ
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31hh÷
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

 −−=

Íàéäåì áîëåå òî÷íûå óñëîâèÿ, ÷åì 1Pr ≥
[2], êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò  óñëîâèå «óòîïëåí-
íîñòè» òåïëîâîãî ïîãðàíñëîÿ â äèíàìè÷åñêîì.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
(16) â òî÷êå ζζζζζ=0 áóäåò îòðèöàòåëüíîé, òî ôóíêöèÿ
h(ζζζζζ) ñòàíåò óáûâàþùåé. Äîîïðåäåëèâ å¸ ïðè x=0
h(0)=1, ïîëó÷èì èñêîìîå óñëîâèå:

Ec5.01
1

á1
1

21
13

PrPr
2 ++

=> êð1

Ðàññìîòðèì èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ òåï-
ëîâîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ (15),  êîãäà åãî òîëùè-
íà ïðåâûøàåò òîëùèíó äèíàìè÷åñêîãî, ò.å.

ää ≥ò .
Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî ïðè

11 Uu,äy => , òîãäà äëÿ òîëùèí ïîãðàíñëîÿ ïî-

Òåõíè÷åñêèå íàóêè
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Ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå ζ=0
áûëà áû ïîëîæèòåëüíîé, è äîîïðåäåëèâ ôóíêöèþ
h(0)=1, ìîæíî íàéòè óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü êðèòåðèè çàäà÷è, ÷òîáû  òåïëîâîé
ñëîé áûë òîëùå äèíàìè÷åñêîãî: ää >ò :

Ec2.0
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Po

21

á1
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PrPr 2
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=< êð2

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (16) è
(17) äëÿ äâóõ æèäêîñòåé: êðèâàÿ 1 � âîäà ïðè òåì-
ïåðàòóðå 500Ñ è  2 � æèäêèé ãàëëèé ïðè òåìïåðà-
òóðå 1000Ñ ñ îáú¸ìíûì ñîäåðæàíèåì ïóçûðüêîâ
âîçäóõà %10á2 = .

Ôóíêöèÿ h(ζ) äëÿ âîäû ðàññ÷èòûâàëàñü ïðè
18,6Pr0EcPo === è   , à äëÿ ãàëëèÿ � ïðè ñëå-

äóþùèõ êðèòåðèÿõ

,10*12,1Pe,C100,02,0Pr 50 === È

.69,7Po,10*9,3Ec 7 == −

Èç ïðèâåäåííûõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî íà âñåé
äëèíå ïëàñòèíû â âîäå (êðèâàÿ 1) âûïîëíÿåòñÿ óñ-
ëîâèå óòîïëåííîñòè òåïëîâîãî ñëîÿ, à â æèäêîì
ãàëëèè (êðèâàÿ 2) � îáðàòíîå óñëîâèå.  Îáú¸ìíûå
èñòî÷íèêè òåïëîâûäåëåíèÿ, èìåþùèå ìåñòî â ïî-
òîêå æèäêîãî ìåòàëëà, îêàçûâàþò ñëàáîå âëèÿíèå
íà âåëè÷èíó h ïðè óêàçàííûõ êðèòåðèÿõ çàäà÷è.
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ääh ò=  ïî äëèíå ïëàñòèíû
Lxæ =  â äâóõôàçíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå: êðèâàÿ 1 �

íåñóùèé ïîòîê âîäà (ìàñøòàá ïî îñè àáñöèññ óâåëè-
÷åí â 10 ðàç) , êðèâàÿ 2 � æèäêèé ãàëëèé.

Â øèðîêîì èõ äèàïàçîíå ýôôåêòàìè òåïëîâû-
äåëåíèÿ  õQ  ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Êðèòè÷åñêîå ÷èñëî
Ïðàíäòëÿ äëÿ êðèâîé 1 ñîñòàâëÿëî 563,0Pr =êð1 , à
äëÿ êðèâîé 2 � 167,0Pr =êð2 .  Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû
ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïðèâåäåííîé òîëùèíû Lä

òåïëîâîãî (êðèâàÿ 1) è äèíàìè÷åñêîãî (êðèâàÿ 2) ïî-
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ äëÿ äâóõôàçíîãî æèäêîìåòàëëè÷åñ-
êîãî ïîòîêà ãàëëèÿ ïðè îáú¸ìíîì ãàçîñîäåðæàíèè
10% è óêàçàííûõ âûøå ïàðàìåòðàõ. Óñëîâèå «óòîï-
ëåííîñòè» äèíàìè÷åñêîãî ñëîÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ìà-
ëûìè ÷èñëàìè Ïðàíäòëÿ â æèäêîìåòàëëè÷åñêèõ ïî-
òîêàõ [2].

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ìåñò-
íîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîîòäà÷è β (Âò/ì2*0Ñ) è ìå-
ñòíîãî ÷èñëà Íóññåëüòà 0

1x ëxâNu = îò ìåñòíîãî
÷èñëà Ðåéíîëüäñà 0

11x íxURe = , ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå  òåïëîâîìó ïîãðàíè÷íîìó ñëîþ íà ðèñ. 3. Õà-
ðàêòåð èçìåíåíèÿ ìåñòíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîîò-
äà÷è  ïîõîæ íà àíàëîãè÷íóþ çàâèñèìîñòü â îäíî-
ôàçíîé æèäêîñòè, íî íàëè÷èå ãàçîâîé ôàçû ïðèâî-
äèò ê íåêîòîðîìó ñíèæåíèþ β.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óñòîé÷èâîñòü è ñõîäè-
ìîñòü ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîâîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íàðóøàåòñÿ íà èí-
òåðâàëå ÷èñåë Ïðàíäòëÿ 12 PrPrPr << .

Ðàñ÷åò ëàìèíàðíîãî  äâóõôàçíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà ïëàñòèíå íà îñíîâå...À. Ï. Âàñèëüåâ
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ïðèâåäåííîé òîëùèíû òåïëîâîãî
(êðèâàÿ 1) è  äèíàìè÷åñêîãî (êðèâàÿ2) ïîãðàíè÷íîãî
ñëîÿ ïî äëèíå ïëàñòèíû z (äèíàìè÷åñêèé ñëîé óòîï-
ëåí â òåïëîâîì).

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ òåïëîâîãî ïîãðàíè÷-
íîãî ñëîÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðàñ÷åòå
ãèäðîäèíàìèêè è òåïëîîáìåíà  äâóõôàçíûõ æèä-
êîìåòàëëè÷åñêèõ ïîòîêîâ â íåêîòîðûõ ýíåðãåòè-
÷åñêèõ óñòàíîâêàõ.
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ìåñòíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîîò-
äà÷è b/1000 è ÷èñëà Íóññåëüòà Nu*1000 â äâóõôàçíîì
æèäêîìåòàëëè÷åñêîì ïîòîêå îò ìåñòíîãî ÷èñëà Ðåé-
íîëüäñà: b/1000-êðèâàÿ 1, 1000Nu � êðèâàÿ 2 .
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