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Íà ðèñ. 1. ïîêàçàíà ïîëîãàÿ æåñòêàÿ àðêà ñ ãèá-

êîé çàòÿæêîé, èìåþùàÿ: 
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Îñü àðêè î÷åð÷åíà ïî êâàäðàòíîé ïàðàáî-
ëå, óðàâíåíèå êîòîðîé
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Â çàòÿæêó âêëþ÷åíà ñâÿçü, ñîõðàíÿþùàÿ ðàñ-
òÿãèâàþùåå óñèëèå ïðåäíàïðÿæåíèÿ ïîñòîÿííûì.
Âêëþ÷åííàÿ â çàòÿæêó ñâÿçü ïðèáëèæàåò ïîëîãóþ
æåñòêóþ àðêó ñ ãèáêîé çàòÿæêîé ê ñèñòåìå îäèí ðàç
ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîé. Åñëè ñâÿçü óáðàòü, òî â
çàòÿæêå ïîëó÷èòñÿ ðàçðåç. Äåéñòâèå óáðàííîé ñâÿ-
çè çàìåíåíî äâóìÿ ñèëàìè (ñì. ðèñ. 1) � ýòî îñíîâ-
íàÿ ñèñòåìà.

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ìåòîäà ñèë:

0111 =∆+ IPx δ .

Ðèñ 1. Îñíîâíàÿ ñèñòåìà ïîëîãîé æåñòêîé àðêè ñ ãèá-
êîé çàòÿæêîé.

Îò äåéñòâèÿ íà îñíîâíóþ ñèñòåìó ðàâíîìåð-
íî ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè èíòåíñèâíîñòüþ q,
ïðèëîæåííîé ïî äëèíå âñåãî ïðîëåòà, ðàáîòàåò
òîëüêî êðèâîëèíåéíàÿ áàëêà. Ñëåäîâàòåëüíî
âûðàæåíèå äëÿ 

IP∆  áóäåò òî æå, ÷òî è äëÿ àíà-
ëîãè÷íîé äâóõøàðíèðíîé àðêè. ×òî êàñàåòñÿ
ïåðåìåùåíèÿ 11δ , òî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëîãîé
äâóõøàðíèðíîé àðêîé â àíàëîãè÷íîé æåñòêîé
àðêå ñ ãèáêîé çàòÿæêîé äîáàâëÿåòñÿ âëèÿíèå
óäëèíåíèÿ çàòÿæêè â ñîñòîÿíèè X
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Â ñèñòåìàõ ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè îòêðûòû ïàðàìåòðû ãåîìåòðèè, ñî-
îòâåòñòâóþùèå ìàêñèìàëüíîé ñóììàðíîé ðàáîòå óñèëèé â ëèøíèõ ñâÿçÿõ è
íå çàâèñÿùèå îò íàãðóçêè è ñòåïåíè ïðåäíàïðÿæåíèÿ. Ïðèâîäèòñÿ âûâîä
ôîðìóë äëÿ îïðåäåëåíèÿ òàêèõ ïàðàìåòðîâ â êîíñòðóêöèÿõ: æåñòêàÿ àðêà ñ
ãèáêîé çàòÿæêîé, øïðåíãåëüíàÿ áàëêà (ïàòåíò ÐÔ N¹ 2012749).
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ 11δ èìååì
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Ïðåíåáðåãàÿ âëèÿíèåì ïðîäîëüíûõ è ïîïå-
ðå÷íûõ ñèë â àðêå, çàïèñûâàåì óñèëèå â çàòÿæêå:
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Ïðè f = 0 è ïðè ∞=f  óñèëèå â çàòÿæêå

ðàâíî íóëþ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîé
ñòðåëå óñèëèå â çàòÿæêå áóäåò ìàêñèìàëüíûì (òå-
îðåìà Ðîëëÿ).

Îïðåäåëÿåì ñòðåëó àðêè, ïðè êîòîðîé óñè-
ëèå â çàòÿæêå áóäåò ìàêñèìàëüíûì:
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Ïðè îïòèìàëüíîé ñòðåëå, ïîëó÷åííîé ïî
ôîðìóëå (1), òðåáóåìûé ýôôåêò ïðåäíàïðÿæåíèÿ
äîñòèãàåòñÿ ìåíüøèì óñèëèåì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
è ñâÿçü, ñîçäàþùàÿ ïîñòîÿííîå óñèëèå ïðåäíàï-
ðÿæåíèÿ, è çàòÿæêà ïðè îïòèìàëüíîé ñòðåëå
áóäóò ýêîíîìè÷íåå.

Ôîðìóëà (1) ïîêàçûâàåò, ÷òî óâåëè÷åíèå æåñ-
òêîñòè àðêè ïðè íåèçìåííîé æåñòêîñòè çàòÿæêè
ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ îïòèìàëüíîé ñòðåëû, à ïðè
óâåëè÷åíèè æåñòêîñòè çàòÿæêè (æåñòêîñòü àðêè
íåèçìåííà) îïòèìàëüíàÿ ñòðåëà àðêè ñ çàòÿæêîé
ïðèáëèæàåòñÿ ê îïòèìàëüíîé ñòðåëå àðêè áåç çà-
òÿæêè.

Âçÿâ ðàçëè÷íûå îòíîøåíèÿ æåñòêîñòè àðêè
ê æåñòêîñòè çàòÿæêè, îïðåäåëèâ ïî ôîðìóëå (1) äëÿ
êàæäîãî èç íèõ îïòèìàëüíóþ ñòðåëó, èç ñåðèè àðîê
ñ çàòÿæêîé îäèíàêîâîãî ïðîëåòà ñëåäóåò âûáðàòü òó,
êîòîðàÿ ïðè ðàñ÷åòíîé íàãðóçêå áóäåò íàèáîëåå ïîë-
íî óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèÿì ïðî÷íîñòè, æåñòêî-
ñòè è ýêîíîìè÷íîñòè.

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà îñíîâíàÿ ñèñòåìà øïðåí-
ãåëüíîé áàëêè ñ îäíîé ñòîéêîé â øïðåíãåëå. Â
ñòîéêó 1-3 (ñì. ðèñ. 2, à) âêëþ÷åíà ñâÿçü, ñîõðàíÿ-
þùàÿ ïîñòîÿííûì óñèëèå â ðàñòÿíóòûõ ýëåìåíòàõ
øïðåíãåëÿ 0-1 è 1-2 (ñâÿçü íà ðèñóíêå íå ïîêàçà-
íà). Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îñåé ðàñòÿíóòûõ ýëåìåí-
òîâ øïðåíãåëÿ 0-1 è 1-2 ñ âåðòèêàëüíûìè îñÿìè,
ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç öåíòðû øàðíèðîâ îïîðíûõ ÷à-
ñòåé, ëåæàò íà íåéòðàëüíîì ñëîå, ñîâïàäàþùåì ñ
îñüþ 0-0.

Çà îñíîâíóþ ñèñòåìó ïðèíÿòà áàëêà ñ ðàç-
ðåçàííûì øïðåíãåëåì. Âçàèìíîå ñìåùåíèå ñå-
÷åíèé ðàçðåçà äëÿ îñíîâíîé ñèñòåìû ðàâíî
íóëþ. Ïîýòîìó êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ìåòî-
äà ñèë èìååò âèä:

0111 =∆+ IPXδ ,

ãäå 11δ   � âçàèìíîå ñìåùåíèå ñå÷åíèé ðàçðåçà
ïîä óãëîì γ ê ãîðèçîíòó îò äåéñòâèÿ ñèëû

11 =X ;

IP∆  � òî æå îò ïðèëîæåííîé íàãðóçêè.

Ñèëà X
1
=1 âûçûâàåò â ñòîéêå 1-3 óñèëèå ðàâ-

íîå ( ) γγ sin290cos2 0
31 =−=−N , ãäå γ óãîë íà-

êëîíà ýëåìåíòîâ øïðåíãåëÿ 0-1 è 1-2 ê ãîðèçîíòó
(ñì. ðèñ. 2, à/.

Íà øïðåíãåëüíóþ áàëêó äåéñòâóåò ñîñðåäî-
òî÷åííàÿ ñèëà Ð, ïðèëîæåííàÿ â ñåðåäèíå ïðî-
ëåòà.

Ïåðåìåùåíèÿ îïðåäåëÿåì, ïîëüçóÿñü ïðàâè-
ëîì ïåðåìíîæåíèÿ ýïþð.

Ðèñ. 2. Îñíîâíàÿ ñèñòåìà øïðåíãåëüíîé áàëêè ñ îäíîé
ñòîéêîé â øïðåíãåëå. Â ñòîéêó 1-3 âêëþ÷åíà ñâÿçü,
ñîõðàíÿþùàÿ ïîñòîÿííûì óñèëèå â ðàñòÿíóòûõ ýëå-
ìåíòàõ øïðåíãåëÿ (íà ðèñóíêå ñâÿçü íå ïîêàçàíà).
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Ïàðàìåòðîì ãåîìåòðèè áàëêè, ïîêàçàííîé
íà ðèñ. 2, ÿâëÿåòñÿ óãîë íàêëîíà ðàñòÿíóòûõ ýëå-
ìåíòîâ øïðåíãåëÿ ê ãîðèçîíòó (ñì. ðèñ, 2,à, óãîë γ ).
Èç ôóíêöèè (4) âèäíî, ÷òî ïðè 0=γ  è ïðè γ =90°
óñèëèå â ðàñòÿíóòûõ ýëåìåíòàõ øïðåíãåëÿ ðàâíî
íóëþ. Ïðè îïòèìàëüíîì óãëå onγ  ñèëèå Õ

1
 áóäåò

èìåòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå.
Íàõîäèòñÿ îïòèìàëüíûé óãîë íàêëîíà ðà-

ñòÿíóòûõ ýëåìåíòîâ øïðåíãåëÿ ê ãîðèçîíòó èç
óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ïðèðàâíèâàíèåì  íóëþ

ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè (4) ïî óãëóγ .

Îáîçíà÷èì: U=γsin ; V=11δ .

Ïðèðàâíÿåì ïðîèçâîäíóþ îò (4) ïî ïàðàìåòðó
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Ïîäñòàâèâ. (3),  (6) è (7) â (5), ïîëó÷èì
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Åñëè ïðåíåáðå÷ü ñæàòèåì áàëêè, òî óðàâíåíèå
(8) ïîëó÷àåòñÿ ïðîùå:
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Âçÿâ äëÿ øïðåíãåëüíîé áàëêè îïðåäåëåííî-

ãî ïðîëåòà ðàçëè÷íûå îòíîøåíèÿ
JE

FE

á

øø , îïðå-

äåëèâ èç óðàâíåíèÿ (9) äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ îòíî-

øåíèé îïòèìàëüíûé óãîë γ , èç ñåðèè øïðåíãåëü-
íûõ áàëîê ñëåäóåò âûáðàòü òó, êîòîðàÿ áóäåò íàè-
áîëåå ïîëíî îòâå÷àòü òðåáîâàíèÿì ïðî÷íîñòè, æå-
ñòêîñòè è ýêîíîìè÷íîñòè.

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàí îïîðíûé óçåë øïðåíãåëü-
íîé áàëêè, ó êîòîðîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îñåé
ðàñòÿíóòûõ ýëåìåíòîâ øïðåíãåëÿ ñ âåðòèêàëüíû-
ìè îñÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç öåíòðû øàðíèðîâ
îïîðíûõ ÷àñòåé, ðàñïîëîæåíû íèæå íåéòðàëü-
íîãî ñëîÿ áàëêè, íà ðàññòîÿíèè Z îò ýòîãî ñëîÿ.
Íà ðèñ. 3 íåéòðàëüíûé ñëîé îáîçíà÷åí 0-0.

Ðèñ. 3. Îïîðíûé óçåë øïðåíãåëüíîé áàëêè.

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàí îïîðíûé óçåë øïðåíãåëü-
íîé áàëêè. Ýòà øïðåíãåëüíàÿ áàëêà èìååò äâà

ïàðàìåòðà ãåîìåòðèè: γ � óãîë íàêëîíà ðàñòÿ-
íóòûõ ýëåìåíòîâ øïðåíãåëÿ ê ãîðèçîíòàëè è ðàñ-
ñòîÿíèå Z. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå èõ íàõîäèòñÿ èç
ñèñòåìû äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïà-
òåíò ÐÔ ¹ 2012749).

×òîáû ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïðåäå-
ëÿåì ñíà÷àëà óñèëèå X

1
.

Äîïóñòèì, ÷òî ó øïðåíãåëüíîé áàëêè, ïî-
êàçàííîé íà ðèñóíêå 3, íàãðóçêà òàêàÿ æå, êàê è
ó øïðåíãåëüíîé áàëêè, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 2, �
ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà Ð, ïðèëîæåííàÿ â ñåðåäè-
íå ïðîëåòà.

Íàõîäèì ïåðåìåùåíèÿ IP∆  è 11δ :
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ãäå γcosZ � îðäèíàòà ïðÿìîóãîëüíîé ýïþðû
èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ â áàëêå îò äåéñòâèÿ
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sin ++= . (11)

Ïðè íàõîæäåíèè ïåðåìåùåíèé (10) è (11) íå
ó÷òåíî ñæàòèå áàëêè, òàê êàê åãî âëèÿíèå íà îï-
òèìàëüíûé ïàðàìåòð ãåîìåòðèè íåçíà÷èòåëüíî.

Îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû ãåîìåòðèè àðêè ñ çàòÿæêîé è øïðåíãåëüíîé áàëêè, ...È. Ì. Êèÿíîâ
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Ïðèðàâíèâàåì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ îò

ôóíêöèè (12) ïî óãëó γ  íóëþ:
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∂
−

∂
∂

=









∂
∂=

∂
∂

γ

γ
γ

γ
γ

γ

γ γγ
γγ V

V
U

U
V

V

UX
;

0=
∂
∂

−
∂

∂
γγ

γ
γ

γ
γ

V
U

U
V , (13)

ãäå γγγ cos3sin ZlU += ;

      JE

Z

FEJE

l
V

áøøá

γ
γ

γ
γ

2222 cos

cos

1

12

sin ++= .

Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò γU è γV :

γγ
γ

γ sin3cos Zl
U

−=
∂

∂
;  (14)

sincos
1

cossin2
12

2
2

γγγγ
γ

γ

øøá
FEJE

lV
−+=

∂
∂ −

sincos2 2 γγ

á
JE

Z =−

.
cos

2sin

12
2

2

γ
γγ

øøá
FE

tg

JE
Z

l +





−=

(15)

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (13) ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå (14) è (15), à òàêæå çíà÷åíèÿ γU  è γV ,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

3

12

sin3cos

12

cossin 323223

−−−++
øøááøøá FE

Ztg

JE

Zl

JE

lZ

FE

l

JE

l γγγγγ

cossin3 23

−−
á JE

Z γγ 2sinsin
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2
2

2
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−

øøá FE

ltg

JE

l
Z

l γγγ

;0
3cos2sin

12
3 2

2
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−−

øøá FE

Ztg

JE
Z

l
Z

γγγ

( ) ( )1sin3cos
12

sin 2
22

+−+− tg
FE

l
Zl

JE

l

øøá

γγγγ

) ( )sin3cos
cos22

−−+ Zl
JE

Z

á

γγγ

;0
)cos3sin(2sin

12

6 2
2

=+






−−−

JE

Zl
Z

l

FE

Ztg

áøø

γγγγ

( )sin3coscos
12

sin 22
22

+−





+ γγγγ

ZlZ
l

( )[ ]61 2 −−−+ γγ Ztgtgl
FE

JE

øø

á

( ) .02sincos3sin
12

2
2

=+





−− γγγ ZlZ

l

(16)

Ïðè Z=0 óðàâíåíèå (16) ïðèìåò âèä:

( ) 02sinsin
12

1cossin
12

2
22

2

=−−+ γγγγγ l
tg

FE

JEl

øø

á

.(17)

Ïðèðàâíèâàåì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ îò Õ
1

ïî Z íóëþ:

02
1 =∂

∂−
∂

∂

=
∂
∂

Z

Z
Z

Z
Z

V
Z

V
U

Z

U
V

Z

X ;

0=
∂
∂−

∂
∂

Z

V
U

Z

U
V Z

Z
Z

Z , (18)

ãäå γγ cos3sin ZlUZ += ;

      JE

Z

FEJE

l
V

áøøá

Z

γ
γ

γ 2222 cos

cos

1

12

sin ++= .

Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ZU  è ZV :

γcos3=
∂

∂
Z

U Z ; (19)

JE

Z

Z

V

á

Z γ2cos2=
∂

∂
. (20)

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (18) ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå (19) è (20), à òàêæå çíà÷åíèÿ ZU  è ZV , ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå:

cos3

cos

cos3

12

cossin3 2322

−++
JE

Z

FEJE

l

áøøá

γ
γ

γγγ

0
cos6cossin2 232

=−−
JE

Z

JE

Zl

áá

γγγ
;

0
cos123

2
3

22
2 =−−+

γ
γγ

øø

á

FE

JEtgl
Z

ltg
Z .  (21)

Ïðè 0=γ  óðàâíåíèå (21) èìååò ñëåäóþùåå
ðåøåíèå:

   
øø

á

on FE

JE
Z = . (22)

Èç ôîðìóëû (22) âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå æåñò-
êîñòè áàëêè è óìåíüøåíèå æåñòêîñòè çàòÿæêè ïðè-

Òåõíè÷åñêèå íàóêè
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âîäÿò ê óâåëè÷åíèþ Z
îï

. Âçÿâ äëÿ øïðåíãåëüíîé
áàëêè îïðåäåëåííîãî ïðîëåòà, èìåþùåé äâà ïàðà-

ìåòðà ãåîìåòðèè, ðàçëè÷íûå îòíîøåíèÿ 
øø

á

FE

JE
,

îïðåäåëèâ èç óðàâíåíèé (16) è (21) äëÿ êàæäîãî èç
ýòèõ îòíîøåíèé îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû ãåîìåò-

ðèè onγ  è Z
îï,

 èç ñåðèè øïðåíãåëüíûõ áàëîê ñëå-

äóåò âûáðàòü òó, êîòîðàÿ íàèáîëåå ïîëíî áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèÿì ïðî÷íîñòè, æåñòêîñòè
è ýêîíîìè÷íîñòè.

Â øïðåíãåëüíîé áàëêå, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 2,
ñâÿçü, ñîçäàþùàÿ óñèëèå ïðåäíàïðÿæåíèÿ â ðàñòÿ-
íóòûõ ýëåìåíòàõ øïðåíãåëÿ è ñîõðàíÿþùàÿ åãî
ïîñòîÿííûì, âêëþ÷åíà íå â ðàñòÿíóòûé ýëåìåíò
øïðåíãåëÿ, à â ñæàòóþ ñòîéêó. Âûãîäíîñòü âêëþ-
÷åíèÿ ñâÿçè â ñæàòóþ ñòîéêó ëåãêî äîêàçàòü. Äî-
ïîëíèòåëüíûé îòðèöàòåëüíûé èçãèáàþùèé ìî-
ìåíò (îòðèöàòåëüíûé ïî çíàêó), âîçíèêàþùèé îò
ïåðåñòàíîâêè ñâÿçè èç ðàñòÿíóòîãî ýëåìåíòà
øïðåíãåëÿ â ñæàòóþ ñòîéêó, ðàâåí.





 −+−=∆ )cos5,0()sin5,0(
2

γγγ ctgZ
l

PM c , (23)

ãäå   Ð
ñ
  � óñèëèå, ñîçäàâàåìîå ñâÿçüþ.

Â ðàñòÿíóòûé ýëåìåíò øïðåíãåëÿ ñòàâèòñÿ
ñâÿçü, ñîçäàþùàÿ ðàñòÿãèâàþùåå óñèëèå, à â
ñæàòóþ ñòîéêó � ñæèìàþùåå. Â òîì è â äðóãîì
ñëó÷àå óñèëèå, ñîçäàâàåìîå ñâÿçüþ, ðàâíî Ð

ñ
. Ñî-

çäàíèå îäèíàêîâîãî óñèëèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ñòîèìîñòü
ñâÿçåé ïðèìåðíî îäèíàêîâà.

Øïðåíãåëüíàÿ áàëêà, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 2, �
óäà÷íîå òåõíè÷åñêîå ðåøåíèå. Ðîëü ñæàòîé ñòîé-
êè â ýòîé áàëêå âûïîëíÿåò ñâÿçü. Ïðè òàêîì èñ-
ïîëüçîâàíèè ñâÿçè îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü äåëàòü
ñòîéêó, ÷òî óäåøåâëÿåò óñòàíîâêó ñâÿçè.

Èç ôîðìóëû (23) âèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ óãëàõ
γ  äàæå îò íåáîëüøîãî óñèëèÿ ïðåäíàïðÿæåíèÿ,
ñîçäàâàåìîãî ýêîíîìè÷íîé ñâÿçüþ, â áàëêå áóäóò
âîçíèêàòü çíà÷èòåëüíûå îòðèöàòåëüíûå èçãèáàþ-
ùèå ìîìåíòû. À ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè ìàëûõ óãëàõ
γ  íå òîëüêî ñâÿçü, íî è áàëêà áóäåò ýêîíîìè÷íîé.
È ôîðìóëà (23), è óðàâíåíèå (16) óêàçûâàþò íà ðà-
öèîíàëüíîñòü íåáîëüøèõ óãëîâ íàêëîíà ðàñòÿíó-
òûõ ýëåìåíòîâ øïðåíãåëÿ ê ãîðèçîíòàëè.

Îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû ãåîìåòðèè àðêè ñ çàòÿæêîé è øïðåíãåëüíîé áàëêè, ...È. Ì. Êèÿíîâ


