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Áîëüøóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè òåïëîâîãî
ñîñòîÿíèÿ ñòàíêà èãðàþò òåïëîâûå ïðîöåññû â
åãî áàçîâûõ äåòàëÿõ. Ïðè ýòîì íàèáîëåå òî÷íî
ýòè ïðîöåññû íàõîäÿò îòðàæåíèå â îáúåìíîé
òåïëîâîé ìîäåëè. Â óñëîâèÿõ ïîèñêà ìàêñèìàëü-
íîé èíâàðèàíòíîñòè è àâòîìàòèçàöèè ìîäåëè-
ðîâàíèÿ, ðåàëèçàöèÿ ÷èñëåííûõ è ÷èñëåííî-àíà-
ëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëü-
íîé. Â ìàòðè÷íîé ôîðìå óðàâíåíèå òåïëîïðî-
âîäíîñòè èìååò âèä:

}{}]{[}]{[ FTKTC =+
o
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ãäå ][],[ KC  - ìàòðèöû òåïëîåìêîñòè è òåïëîïðî-
âîäíîñòè ðàçìåðà nn × , ñîîòâåòñòâåííî;

}{F  - âåêòîð òåïëîâîé íàãðóçêè;

}{},{
o

TT - n - ìåðíûå âåêòîðû óçëîâûõ òåìïå-
ðàòóð è èõ ïðîèçâîäíûõ.

Âî ìíîãèõ àâòîðèòåòíûõ àâòîìàòèçèðîâàí-
íûõ ñèñòåìàõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
(ANSYS, COSMOS,NASTRAN, DesignWorks,
WinMachine) â êà÷åñòâå áàçîâîãî ÷èñëåííîãî
ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ). Íåñìîòðÿ íà ìíîãî-
îáðàçèå èìåþùèõñÿ òèïîâûõ êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ, â ëèòåðàòóðå ïî ÌÊÝ èç îáúåìíûõ êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ ïîäðîáíî ðàññìîòðåí ëèøü òåò-
ðàýäð. Îäíàêî,  ïðè ïðåäñòàâëåíèè áîëüøèõ
áàçîâûõ äåòàëÿõ ñòàíêà äîñòàòî÷íî óäîáíî
ïðåäñòàâëÿòü äåòàëü øåñòè- è ïÿòèãðàííûìè
ïðèçìàìè. Óäîáñòâî èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ òàêæå îáúÿñíÿåòñÿ áîëåå ïðîñòû-
ìè àëãîðèòìàìè ðàçáèåíèÿ îáëàñòè íà êîíå÷-
íûå ýëåìåíòû, âî ìíîãîì ñõîæèìè ñ àëãîðèò-
ìàìè ðàçáèåíèÿ äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è.

Ó÷èòûâàÿ ïîäðîáíîñòü èçëîæåíèÿ â îòå÷å-
ñòâåííîé è çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå îñíîâíûõ
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Â ðàáîòå ïðèâåäåíû êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìàòðèöû òåïëîïðî-
âîäíîñòè, òåïëîåìêîñòè è âåêòîðà òåïëîâîé íàãðóçêè  äëÿ ïÿòè- è
øåñòèãðàííûõ ïðèçìàòè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ðàññìîòðåíû
äâà ïóòè ïîñòðîåíèÿ òåïëîâîé ìîäåëè ñòàíêà: ÷èñëåííîå èíòåãðè-
ðîâàíèå óðàâíåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè è ìîäàëü-
íûé ïîäõîä. Ïî èòîãàì èññëåäîâàíèé ñôîðìóëèðîâàíû ðåêîìåíäà-
öèè ïî ñîâåðøåíñòâîâàíèþ òåïëîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàíêîâ.

óðàâíåíèé ÌÊÝ è ïîðÿäêà ïîëó÷åíèÿ îñíîâíûõ
êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìàòðèö äëÿ òèïîâûõ êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ , â äàííîé ðàáîòå ýòè ñîîò-
íîøåíèÿ íå ïðèâîäÿòñÿ.

Øåñòèãðàííàÿ ïðèçìà. Ðàññìîòðèì ïîñòðî-
åíèå óðàâíåíèé äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ � ïðÿìîé
ïðèçìû ñ ãàáàðèòàìè cab 222 ×× , â îñíîâàíèè
êîòîðîé çàäàí ïðÿìîóãîëüíèê. Ïðèíÿò ñëåäó-
þùèé ïîðÿäîê íóìåðàöèè: lkji ,,,   - íèæíåå îñ-
íîâàíèå; ponm ,,,  - âåðõíåå îñíîâàíèå ïðèçìû
(ðèñ.1.à.).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ÌÊÝ, ïîñòðîåíèå
êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìàòðèö äëÿ òèïîâîãî êî-
íå÷íîãî ýëåìåíòà íà÷èíàåòñÿ ñ âûáîðà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ôóíêöèé ôîðìû. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ
ôóíêöèé ôîðìû èñïîëüçóþòñÿ èçîïàðàìåòðè-
÷åñêèå êîîðäèíàòû, öåíòð êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ
ðàñïîëîæåíèåì öåíòðà òÿæåñòè ïðèçìû. Ôóíê-
öèè ôîðìû èìåþò âèä:

)1)(1)(1(
8
1 ζ−η−ξ−=iN ;

)1)(1)(1(
8
1 ζ+η−ξ−=jN ;

)1)(1)(1(
8
1 ζ+η−ξ+=kN ;

)1)(1)(1(
8
1 ζ−η−ξ+=lN ; (2)

)1)(1)(1(
8
1 ζ−η+ξ−=mN ;

)1)(1)(1(
8
1 ζ+η+ξ−=nN ;

)1)(1)(1(
8
1 ζ+η+ξ+=oN ;

)1)(1)(1(
8
1 ζ−η+ξ+=pN .

Âûïîëíèâ ïðåäóñìîòðåííûå òåîðèåé ÌÊÝ
ïðîöåäóðû áûëè ïîëó÷åíû ìàòðèöû òåïëîïðî-
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âîäíîñòè ][K , òåïëîåìêîñòè ][C , à òàêæå âåêòîð
òåïëîâîé íàãðóçêè }{F .

Êàê èçâåñòíî, ìàòðèöà òåïëîïðîâîäíîñòè
][K  ïðåäñòàâëÿåòñÿ äâóìÿ ñîñòàâëÿþùèìè ][ λK

è α][K . Ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ][ λK  îáóñëîâëå-
íà òåïëîïåðåäà÷åé â ñòàíêå òîëüêî ïóòåì òåï-
ëîïðîâîäíîñòè. Âòîðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ α][K  ñâÿ-
çàíà ñ íàëè÷èåì êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà íà
îòêðûòûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñòàíêà.

Äëÿ ñîñòàâëÿþùåé ][ λK  äèàãîíàëüíûå ýëå-
ìåíòû ïðèíèìàþò âèä:
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Âñå âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû

][ λK  ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùèì êîìáèíàöèÿì:
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Äëÿ âòîðîé ñîñòàâëÿþùåé ìàòðèöû òåïëî-
ïðîâîäíîñòè α][K  äëÿ òåïëîîòäàþùåé ãðàíè

lkji −−− , êîìïîíåíòû ìàòðèöû ïðèíèìàþò
âèä:

α⋅⋅==== αααα 9
4

,,,,
abc

kkkk llkkjjii ;

α⋅⋅==== αααα 9
2

,,,,
abc

kkkk kljkilij ;

α⋅== αα 9,,
abc

kk jlik .

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ äëÿ
äðóãèõ ãðàíåé ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâ-
êîé íîìåðîâ óçëîâûõ òî÷åê èõ îïèñûâàþùèõ.

Ìàòðèöà òåïëîåìêîñòè â ýòîì ñëó÷àå ïðè-
îáðåòàåò âèä:
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Íåíóëåâûå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ òåïëîâîé
íàãðóçêè, îáóñëîâëåííûå òåïëîâûì ïîòîêîì îò
èñòî÷íèêîâ òåïëà }{ qf  è êîíâåêòèâíûì òåïëî-
îáìåíîì }{ αf  èìåþò âèä: Vqf ssq ⋅=, ;

VTf ss ⋅α= ∞α , ; ponmlkjis ,,,,,,,= , çäåñü q - ïëîò-
íîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òåï-
ëîïðèíèìàþùóþ ïîâåðõíîñòü äåòàëåé ñòàíêà;
α  - êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è, êîëè÷åñòâåííî
õàðàêòåðèçóþùèé êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí
äåòàëåé ñòàíêà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé; ∞T  - òåì-
ïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû; V  - îáúåì êîíå÷-
íîãî ýëåìåíòà.

Ïÿòèãðàííàÿ ïðèçìà. Ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ïÿòèãðàííèêà âûñîòîé h ïðèâåäåíî íà
ðèñ.1.á. Óçëû kji ,,  è nml ,,  îïèñûâàþò ïðÿìîó-
ãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå òðåó-
ãîëüíûì ãðàíÿì ïÿòèãðàííèêà â ïëîñêîñòè uv.

Ôóíêöèè ôîðìû äëÿ ïÿòèãðàííèêà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå:





=⋅
=⋅−

=
nmlLw

kjiLw
N

,,,

,,,)1(

ξξ
ξξ

ξξ

ξξ
ξξ (5)

ãäå )(
2
1

ycxba
A

L ξξξξξξξξ ++= , çäåñü ξξξ cba ,,  - êî-
ýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàò óçëî-
âûõ òî÷åê òðåóãîëüíîé ãðàíè;

kjkji yxyxa −= ; kji yyb −= ; jki xxc −=
(îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïîëó÷àþòñÿ êðó-
ãîâîé çàìåíîé èíäåêñîâ);
A  - ïëîùàäü òðåóãîëüíîé ãðàíè ïðèçìû.

Òàêæå êàê è äëÿ øåñòèãðàííîé ïðèçìû âû-
ïèøåì îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ, ôîðìèðóþùèå
êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìàòðèöû òåïëîïðîâîäíî-
ñòè ][K , òåïëîåìêîñòè ][C , è âåêòîðà òåïëîâîé
íàãðóçêè }{F .

Âñå êîìïîíåíòû ñîñòàâëÿþùåé ìàòðèöû

òåïëîïðîâîäíîñòè λ][K  ñâîäÿòñÿ ê ÷åòûðåì ñî-
îòíîøåíèÿì è ïðèíèìàþò âèä:

Òåõíè÷åñêèå íàóêè
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h
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A

hcKbK
k zsysx

ss 612

)( 22

+
+

= ; nmlkjis ,,,,,=   (6)

h
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A

ccKbbKh
k zrsyrsx

sr 1212
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+

+
= ; ;,,, kjirs =

èëè rsnmlrs ≠= ;,,,

h

AK

A

hcKbK
k zsysx

sr 624

)( 22

−
+

= ;

;,, kjis =  ;,, nmlr =  srGrs ∈),( ,

ãäå srG  - óñëîâíîå îáîçíà÷åíèå ðåáðà ïðèçìû,
íå ïðèíàäëåæàùåãî åå òðåóãîëüíîé ãðàíè.

Äëÿ îñòàâøèõñÿ ñî÷åòàíèé èíäåêñîâ êîìïî-
íåíòû èìåþò âèä:

h

AK

A

hccKbbK
k zrsyrsx

sr 1224

)(
−

+
= .

Êîìïîíåíòû ñîñòàâëÿþùåé ìàòðèöû òåï-

ëîïðîâîäíîñòè α][K  ïðèâåäåíû íèæå.
1) Ïðè íàëè÷èè êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìå-

íà, õàðàêòåðèçóåìîãî êîýôôèöèåíòîì òåïëîîò-
äà÷è α , äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ãðàíåé:

α⋅
⋅

=α 9,
uv

ss

Lh
k ;

çäåñü ),,,(),,,(),,,( lnkimnkjlmjis ∪∪= ,

uvL  - äëèíà ãðàíè â ïëîñêîñòè uv;

α⋅
⋅

=α 18,
uv

sr

Lh
k ; nmlrkjis ,,;,, == ; srGrs ∈),( ;

äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ êîìïîíåíòîâ ìàòðèöû α][K :

α⋅=α 36,
uv

sr
hL

k .

2) Ïðè íàëè÷èè êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìå-
íà äëÿ òðåóãîëüíûõ ãðàíåé ïðèçìû:

α⋅=α 6,
A

k ss ; ),,(),,( nmlkjis ∪= .

α⋅=α 12,
A

k sr ; kjirs ,,, =  èëè nmlrs ,,, = .

Ìàòðèöà òåïëîåìêîñòè äëÿ ïÿòèãðàííèêà
èìååò âèä:

























ρ=

15,05,05,025,025,0

5,015,025,05,025,0

5,05,0125,025,05,0

5,025,025,015,05,0

25,05,025,05,015,0

25,025,05,05,05,01

18
][

Ahc
C

 (7)

Íåíóëåâûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ òåïëî-
âîé íàãðóçêè, îáóñëîâëåííûå òåïëîâûì ïîòî-

êîì îò èñòî÷íèêîâ òåïëà }{ qf  è êîíâåêòèâíûì

òåïëîîáìåíîì }{ αf  èìåþò âèä:
1) äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíûõ ãðàíåé:

hLqf uvsq ⋅⋅⋅= 25,0, ;

hLTf uvs ⋅⋅α⋅= ∞α 25,0, ;

nmlkjis ,,,,,= .
2) äëÿ òðåóãîëüíûõ ãðàíåé:

Aqf sq ⋅⋅= 3/1, ; ATf s ⋅α⋅= ∞α 3/1, .

Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó ôîðìèðîâàíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìàòðèö, ýòà
ïðîöåäóðà òðåáóåò îòíîñèòåëüíî äëèòåëüíûõ
âû÷èñëåíèé èç-çà ðåøåíèÿ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ
(ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëîâ áûëà èñïîëüçîâàíà
àâòîìàòèçèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñèìâîëüíûõ âû÷èñ-
ëåíèé MathCad 7.0). Âûáîð ïðÿìûõ ïðèçì â êà-
÷åñòâå êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ñ ïðÿìîóãîëüíûì îñ-
íîâàíèåì äëÿ øåñòèãðàííèêà è ïðÿìîóãîëüíûì
òðåóãîëüíèêîì äëÿ ïÿòèãðàííèêà îáúÿñíÿëñÿ
âîçìîæíîñòüþ ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìàò-
ðèö. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïîëó÷åíèå ìàòðèö âû-
ïîëíÿåòñÿ ÷èñëåííî. Ýòî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåí-
íûì ðàñõîäàì âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè èñ-
ïîëüçóåìîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.

Äëÿ îöåíêè äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ
ñîîòíîøåíèé äëÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìàòðèö
ïÿòè- è øåñòèãðàííûõ ïðèçì áûëè ðàçðàáîòà-
íû ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìè÷åñêîå è ïðî-
ãðàììíîå îáåñïå÷åíèÿ. Àäåêâàòíîñòü ðàñ÷åòîâ
îöåíèâàëàñü ñîïîñòàâëåíèåì ðàñ÷åòíûõ è ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóð äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ òèïîâ ñòàíêîâ.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðàêòè÷åñêîé ðå-
àëèçàöèè ðàçðàáîòàííîé îáúåìíîé òåïëîâîé
ìîäåëè ïðèâîäèòñÿ òåïëîâîé ðàñ÷åò øïèíäåëü-
íîé ãîëîâêè ìíîãîöåëåâîãî ñòàíêà ìîä. ÌÑ 12-
250 Ì1-2 âûñîêîé òî÷íîñòè. Íà ðèñ.2.à è 2.á.
ïðèâåäåíû ðàñ÷åòíûå ñõåìû äëÿ øïèíäåëüíîé
ãîëîâêè /ØÃ/. Íà ðèñ.2.à. èçîáðàæåíà ðàñ÷åòíàÿ
ñõåìà ØÃ â ñå÷åíèè ïåðåäíåé îïîðû øïèíäåëÿ.
Íà ðèñ.2.á. ïðåäñòàâëåíà ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ØÃ
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåæîïîðíîé ÷àñòè øïèíäåëÿ.
Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà íà ðèñ.2.à. îïèñûâàåò êîðïóñ ØÃ
âìåñòå ñ ïðèëèâîì ïîä ïîäøèïíèêè êà÷åíèÿ.
Òàêàÿ æå ñõåìà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ çàäíåé îïîðû
øïèíäåëÿ. Âòîðàÿ ñõåìà âêëþ÷àåò òîëüêî êîð-
ïóñ ØÃ. Îáëàñòè, èëëþñòðèðóåìûå íà ðèñóíêàõ

À.Í.Ïîëÿêîâ Èñïîëüçîâàíèå ïðèçìàòè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â òåïëîâîì ìîäåëèðîâàíèè ñòàíêîâ
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ïðÿìîóãîëüíèêàìè, â äàëüíåéøåì ðàçáèâàþòñÿ
â àâòîìàòèçèðîâàííîì ðåæèìå íà øåñòèãðàííûå
ïðèçìû. Îáëàñòè òðåóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ àïïðîê-
ñèìèðóþòñÿ ïÿòèãðàííûìè ïðèçìàìè. Òåïëîâîå
íàãðóæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â îáëàñòè êîíòàêòà
íàðóæíûõ êîëåö ïîäøèïíèêîâ ñ ïðèëèâàìè ØÃ
, óñëîâíî èçîáðàæåííîå êîëüöåâûì òåïëîâûì
èñòî÷íèêîì ñ ìîùíîñòüþ òåïëîâûäåëåíèÿ 1Q .
Ïðîâåäåííûå ìàøèííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçà-
ëè, ÷òî ýòîãî òåïëîâîãî èñòî÷íèêà ñîâåðøåííî
íå äîñòàòî÷íî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ àäåêâàòíîãî òåï-
ëîâîãî ñîñòîÿíèÿ ØÃ. Íå ó÷åò äîïîëíèòåëüíûõ
òåïëîâûõ ïîòîêîâ êàê îò îïîð 2Q , òàê è îò íà-
ãðåâàþùåãîñÿ â ïðîöåññå ðàáîòû ñòàíêà øïèí-

äåëÿ 3Q  ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííî çàíèæåííîìó
òåïëîâîìó ñîñòîÿíèþ ØÃ.

Òàê êàê íå ïðîâîäèëîñü òðèáîëîãè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèé äëÿ îïîð, òî óòî÷íåíèå óðîâíÿ
òåìïåðàòóðíîé ñòàáèëèçàöèè âûïîëíÿëîñü ïó-

òåì óòî÷íåíèÿ òåïëîâûõ ïîòîêîâ 2Q  è 3Q . Êðè-
âèçíà òåìïåðàòóðíûõ õàðàêòåðèñòèê íà âåðõíåé
è áîêîâîé ïîâåðõíîñòÿõ ØÃ â òî÷êàõ , ãäå áûëè
óñòàíîâëåíû òåìïåðàòóðíûå äàò÷èêè, óòî÷íÿ-
ëàñü ïóòåì âàðüèðîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ òåï-
ëîîòäà÷è íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ ØÃ âêëþ÷àþùåé
âðàùàþùèéñÿ ØÓ óñëîâèÿ òåïëîîáìåíà ñ èç-
ìåíåíèåì ÷àñòîò âðàùåíèÿ äîëæíû ìåíÿòüñÿ.
Îäíàêî, â äàííîì ñäó÷àå, ôëóêòóàöèè êîíâåê-
òèâíûõ ïîòîêîâ îò ïåðåäíåãî êîíöà øïèíäåëÿ
, ïðè îòíîñèòåëüíî íåçíà÷èòåëüíîì èçìåíåíèè
÷àñòîò âðàùåíèÿ,  áûëè  íå ñóùåñòâåííû. Ïî-
ýòîìó ïðè ïåðåõîäå ñ îäíîé ÷àñòîòû âðàùåíèÿ
íà äðóãóþ êîýôôèöèåíòû òåïëîîòäà÷è ïðèíè-
ìàëèñü îäíè è òå æå: äëÿ áîêîâûõ ïîâåðõíîñ-
òåé ØÃ - 30 )/( 2

ÊìÂò ; äëÿ âåðõíåé ïîâåðõíîñ-
òè ØÃ - 35 )/( 2

ÊìÂò ; äëÿ îñòàëüíûõ ïîâåðõ-
íîñòåé - 1412÷  )/( 2

ÊìÂò . Ó÷åò  ÷àñòîòû  âðà-
ùåíèÿ â áîëüøåé ìåðå îòðàçèëñÿ íà èäåíòèôè-
êàöèè òåïëîâûõ ïîòîêîâ. Ìîùíîñòü òåïëîâû-
äåëåíèÿ 21,QQ  è 3Q  íà ïîñëåäíèé ìîìåíò âðå-
ìåíè ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû ØÃ â òå÷åíèå

ìèí120  äëÿ ÷àñòîòû âðàùåíèÿ 2000 1−
ìèí  ñî-

ñòàâèëà  - 924,9 ; 577,0  è 26,1  Âò , ñîîòâåòñòâåí-
íî. Äëÿ ÷àñòîòû âðàùåíèÿ 1400 1−

ìèí  - 6 , 344,0
è 774,0  Âò .

Ðåøåíèå ñèñòåìû (1) âûïîëíÿëîñü äâóìÿ
ïóòÿìè. Ïåðâûé �  ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå
ñ ïðèìåíåíèåì  ôîðìóë ÷èñëåííîãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ äëÿ âåêòîðà òåìïåðàòóð )(tT . Âòî-
ðîé � ìîäàëüíûé ïîäõîä ñ ïðèìåíåíèåì ðåäóê-

öèè Ëàíöîøà. Ïåðâûé ïîäõîä � òðàäèöèîí-
íûé, ïðàêòè÷åñêàÿ åãî ðåàëèçàöèÿ ïîäðîáíî
èçëîæåíà â îòå÷åñòâåííîé è çàðóáåæíîé ëèòå-
ðàòóðå. Âòîðîé ïîäõîä, íàèáîëüøåå ðàñïðîñò-
ðàíåíèå ïîëó÷èë â çàðóáåæíûõ ñèñòåìàõ ìî-
äåëèðîâàíèÿ, â îñíîâíîì, â äèíàìèêå òåõíè-
÷åñêèõ ñèñòåì. Ìîäàëüíûé ïîäõîä â òåîðèè
òåïëîïðîâîäíîñòè áîëåå èçâåñòåí ïîä íàçâàíè-
åì , îòðàæàþùèì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íå-
ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè, êàê ìåòîä
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ðåøåíèå çàäà÷è î ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé â ìîäàëüíîì ïîäõîäå , â
îñíîâíîì îïðåäåëÿþùåé âðåìåííûå çàòðàòû
íà âû÷èñëåíèÿ, ïîðîæäàåò êàê åãî äîñòîèí-
ñòâà, òàê è íåäîñòàòêè. Äîñòîèíñòâà ñâÿçàíû ñ
áîëüøåé èíôîðìàòèâíîñòüþ ðåøåíèÿ. Îñíîâ-
íûìè íåäîñòàòêàìè ÿâëÿþòñÿ áîëüøèå çàòðà-
òû âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè, îáóñëîâëåííûå
íåîáõîäèìîñòüþ õðàíåíèÿ ðàçðåæåííûõ è íå
ðàçðåæåííûõ ìàòðèö, è ÷ðåçìåðíûì óâåëè÷å-
íèåì âðåìåíè âû÷èñëåíèé ïðè ðîñòå ðàçìåð-
íîñòè ðåøàåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1). Äëÿ
óìåíüøåíèÿ ýòèõ íåäîñòàòêîâ èñïîëüçóåòñÿ
ïðîöåäóðà ðåäóöèðîâàíèÿ Ëàíöîøà. Ïðèìåíå-
íèå ðåäóêöèè Ëàíöîøà ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò
ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé áîëü-
øîé ðàçìåðíîñòè ê çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé. Ðàç-
ìåðíîñòü çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ, ïðè
èñïîëüçîâàíèè ðåäóêöèè Ëàíöîøà, ñîîòâåò-
ñòâóåò ÷èñëó ó÷èòûâàåìûõ âåêòîðîâ Ëàíöîøà.

Íà ðèñ. 3. ïðèâåäåíû ÷åòûðå ñåìåéñòâà
ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ â ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò �òåìïåðàòóðà T  - âðåìÿ t ».
Êðèâûå 1,2 è 3,4 èëëþñòðèðóþò ïîêàçàíèÿ äâóõ
òåìïåðàòóðíûõ äàò÷èêîâ äëÿ äâóõ ÷àñòîò âðà-

ùåíèÿ øïèíäåëÿ - 2000 è 1400 1−
ìíí  ( êðèâûå

1,3 - ïîêàçàíèÿ äàò÷èêà, óñòàíîâëåííîãî íà
âåðõíåé ïîâåðõíîñòè;  êðèâûå 2,4 - ïîêàçàíèÿ
äàò÷èêà íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ØÃ).  Äàò-
÷èêè óñòàíàâëèâàëèñü íà âåðõíåé è áîêîâîé
ïîâåðõíîñòÿõ ØÃ  â îáëàñòè ðàñïîëîæåíèÿ
ïåðåäíåé îïîðû øïèíäåëÿ. Êðèâûå 1i,  1m25;
2i, 2m35; 3i, 3m50; 4i, 4m10  èëëþñòðèðóþò ðàñ-
÷åòíûå òåìïåðàòóðíûå õàðàêòåðèñòèêè, ïîëó-
÷åííûå ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ñèñòå-
ìû (1) (â îáîçíà÷åíèè ïðèñóòñòâóåò ñèìâîë i)
è ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäàëüíîãî ïîäõîäà ñî-
âìåñòíî ñ ðåäóêöèåé Ëàíöîøà (â îáîçíà÷åíèè
èñïîëüçîâàí ñèìâîë m, öèôðû ïîñëå m óêàçû-
âàþò íà êîëè÷åñòâî ó÷èòûâàåìûõ âåêòîðîâ
Ëàíöîøà). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ðàñõîæäåíèÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è ðàñ÷åòíûõ òåìïåðàòóð íà

Òåõíè÷åñêèå íàóêè
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êàæäîé èç ðàññìîòðåííûõ ÷àñòîò âðàùåíèÿ
øïèíäåëÿ íàñòîëüêî íåñóùåñòâåííû, ÷òî â îò-
äåëüíûå èíòåðâàëû âðåìåíè âèçóàëüíî íåðàç-
ëè÷èìû. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå íà ðèñóíêå íå
ïðèâåäåíû òåìïåðàòóðíûå õàðàêòåðèñòèêè îä-
íîé è òîé æå óçëîâîé òî÷êè ïðè ó÷åòå ðàçëè÷-
íîãî ÷èñëà âåêòîðîâ Ëàíöîøà. Áîëåå ñóùå-
ñòâåííûå ðàçëè÷èÿ íàáëþäàþòñÿ ëèøü â ïåð-
âûå ìîìåíòû âðåìåíè ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà òðà-
äèöèîííûì ìåòîäîì è íà îñíîâå ìîäàëüíîãî
ïîäõîäà âûÿâèëî åùå äâå îòëè÷èòåëüíûå îñî-
áåííîñòè.

1)  Ïðè òðàäèöèîííîì ïîäõîäå íàáëþäàþò-
ñÿ îñöèëÿöèè ðåøåíèÿ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ òåì-
ïåðàòóðíîãî ïîëÿ ðàññìàòðèâàåìîé òåðìîäèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû; ïðè ìîäàëüíîì ïîäõîäå çà
ñ÷åò ðåàëèçàöèè ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî ïîä-
õîäà ýòîé ïðîáëåìû íå ñóùåñòâóåò. Òàê íà ðèñ.4.
ïðèâåäåíû òåìïåðàòóðíûå õàðàêòåðèñòèêè ØÃ
â íàèáîëåå íàãðåòîé òî÷êå. Êðèâûå 1 è 2 ñîîò-
âåòñòâóþò ðàñ÷åòíûì òåìïåðàòóðíûì õàðàêòå-
ðèñòèêàì, ïîëó÷åííûì ÷èñëåííûì èíòåãðèðî-
âàíèåì ñèñòåìû (1), à 1m è 2m � ÷åðåç ðåàëèçà-
öèþ ìîäàëüíîãî ïîäõîäà.

2)  Àíàëèç âñåãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ØÃ,
ò.å. òåïëîâîãî ñîñòîÿíèÿ âñåõ óçëîâûõ òî÷åê
ðàñ÷åòíîé ñõåìû â êàæäûé ìîäåëèðóåìûé ìî-
ìåíò âðåìåíè, ïîêàçàë, ÷òî ïðè ðåøåíèè äâóìÿ
ïîäõîäàìè ñèñòåìû (1) â îòäåëüíûõ òî÷êàõ íà-
áëþäàëèñü ñóùåñòâåííûå êîëè÷åñòâåííûå ðàñ-
õîæäåíèÿ (ýòî âèäíî èç ðèñ.4.). Íàèáîëåå ñóùå-
ñòâåííûì ýòî ðàñõîæäåíèå áûëî â ìåñòàõ äåé-
ñòâèÿ òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ. Íà äðóãèõ ïîâåðõ-
íîñòÿõ, îñîáåííî íàõîäÿùèõñÿ â óñëîâèÿõ êîí-
âåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà, îíî ñãëàæèâàëîñü è

ñòàíîâèëîñü ñîïîñòàâèìûì ñ òî÷íîñòüþ èçìå-
ðåíèÿ òåìïåðàòóð â õîäå íàòóðíûõ èñïûòàíèé
ñòàíêîâ, íå ïðåâûøàÿ Co5,0± .

Âûïîëíåííûå èññëåäîâàíèÿ òåïëîâîé ìîäå-
ëè ñòàíêà ïîçâîëèëè ñôîðìèðîâàòü ðÿä ðåêî-
ìåíäàöèé ïî ñîâåðøåíñòâîâàíèþ òåïëîâîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàíêîâ:

- Òåïëîâîå ñîñòîÿíèå ñòàíêà, ðàññ÷èòàííîå
äâóìÿ àëüòåðíàòèâíûìè ïîäõîäàìè èìååò íåêî-
òîðóþ ïîãðåøíîñòü. Ïðè àíàëèçå òåïëîâîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ñòàíêîâ , íå îòíîñÿùèõñÿ ê ãðóïïå ñî-
âðåìåííûõ ñâåðõòî÷íûõ ñòàíêîâ, òàêàÿ ïîãðåø-
íîñòü ðàñ÷åòîâ ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïðèåìëåìîé.

- Óñïåøíîå óòî÷íåíèå òåïëîâîé ìîäåëè ïî
ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì , îçíà÷àåò, ÷òî ïðè-
ìåíåíèå ïðèçìàòè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
ïîçâîëÿåò ñòðîèòü àäåêâàòíûå òåïëîâûå ìîäåëè.

- Íàëè÷èå îñöèëÿöèé  òåìïåðàòóðû â íåêî-
òîðûõ óçëîâûõ òî÷êàõ ðàññìàòðèâàåìîé ðàñ÷åò-
íîé ñõåìû  ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ, ïîêàçûâàåò äîñòîèíñòâà ìîäàëü-
íîãî ïîäõîäà, êàê ïîäõîäà îáåñïå÷èâàþùåãî
íàèáîëüøóþ àäåêâàòíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ. Òåì
íå ìåíåå, ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü âû÷èñëåíèé,
áåññïîðíî, íà ñòîðîíå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ. Ïîýòîìó, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèçìàòè-
÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî ïðåäëîæèòü
äâóõñòóïåí÷àòîå ìîäåëèðîâàíèå. Íà ïåðâîé ñòó-
ïåíè ìîäåëèðîâàíèÿ - ãðóáîå ìîäåëèðîâàíèå -
÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå è ìîäàëüíûé ïîäõîä
ñ íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì âåêòîðîâ Ëàíöîøà.
Ïðèîðèòåòíûì ïîêàçàòåëåì ýôôåêòèâíîñòè
ìîäåëèðîâàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå âûñòóïàåò ïðîèç-
âîäèòåëüíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ. Íà âòîðîé ñòó-
ïåíè ìîäåëèðîâàíèÿ � ìîäàëüíûé ïîäõîä ñ óâå-
ëè÷åííûì ÷èñëîì âåêòîðîâ Ëàíöîøà.

À.Í.Ïîëÿêîâ Èñïîëüçîâàíèå ïðèçìàòè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â òåïëîâîì ìîäåëèðîâàíèè ñòàíêîâ
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Ðèñóíîê 3 - Ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ðàñ÷åòíûå òåìïåðàòóðíûå õàðàêòåðèñòèêè â äâóõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ íà
øïèíäåëüíîé ãîëîâêå

Ðèñóíîê 4 - Òåìïåðàòóðíûå õàðàêòåðèñòèêè íàèáîëåå íàãðåòîé óçëîâîé òî÷êè ðàñ÷åòíîé ñõåìû øïèíäåëüíîé
ãîëîâêè
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